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Résumé 

Pour un groupe de Kac-Moody déployé (au sens de J. Tits) sur un corps réellement 
valué quelconque, on construit une masure affine ordonnée sur laquelle ce groupe agit. 
Cette construction généralise celle déjà effectuée par S. Gaussent et l'auteur quand le corps 
résiduel contient le corps des complexes [GR08) et celle de F. Bruhat et J. Tits quand 
le groupe est réductif. On montre que cette masure vérifie bien toutes les propriétés des 
masures affines ordonnées comme définies dans |R11| . On utilise le groupe de Kac-Moody 
maximal au sens d'O. Mathieu et on montre quelques résultats pour celui-ci sur un corps 
quelconque ; en particulier on prouve, dans certains cas, un résultat de simplicité pour ce 
groupe maximal. 



Abstract 

For a split Kac-Moody group (in J. Tits' définition) over a field endowed with a real 
valuation, we build an ordered affine hovel on which the group acts. This construction 
generalizes the one already donc by S. Gaussent and the author when the residue field 
contains the complex field |GR08) and the one by F. Bruhat and J. Tits when the group 
is reductive. We prove that this hovel has ail properties of ordered affine hovels (masures 
affines ordonnées) as defined in |R11) . We use the maximal Kac-Moody group as defined 
by G. Mathieu and we prove a few new results about it over any field; in particular we 
prove, in some cases, a simplicity resuit for this group. 
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Introduction 

L'étude des groupes de Kac-Moody sur un corps local a été initiée par Howard Garland 
|Ga95| pour certains groupes de lacets. Dans |R06| on a construit un immeuble "microaffine" 
pour tous les groupes de Kac-Moody (minimaux au sens de J. Tits) sur un corps muni 
d'une valuation réelle. C'est un immeuble (en général non discret) avec les bonnes propriétés 
habituelles des immeubles. Cependant cet immeuble microaffine n'est pas l'analogue des 
immeubles de F. Bruliat et J. Tits pour les groupes réductifs. Il correspond plutôt à leur 
frontière dans la compactification de Satake ou compactification polyédrique. De plus il ne 
traduit pas les décompositions de Cartan de |Ga95| . 

Une autre construction est envisageable pour un groupe de Kac-Moody sur un corps 
réellement valué. Elle est la généralisation directe de celle de Bruliat-Tits ( |BT72| et |BT84| ) et 
traduit les décompositions de Cartan de |Ga95| dans le cas des groupes de lacets. Cependant, 
comme ces décompositions ne sont vérifiées qu'après torsion, l'espace ainsi construit à 
la Bruhat-Tits est tel que deux points quelconques ne sont pas toujours dans un même 
appartement. Il ne mérite donc pas le nom d'immeuble. Il s'est avéré cependant utile et a 
donc été considéré sous le nom de masure (hovel). 

La construction de cette masure a été effectuée dans |GR08| et on a pu l'utiliser pour 
des résultats en théorie des représentations. Le corps valué intéressant dans ce cadre est le 
corps des séries de Laurent complexes C((t)). On s'est donc placé dans le cas d'un corps K 
muni d'une valuation discrète avec un corps résiduel contenant C. Cette situation d'égale 
caractéristique simplifie les raisonnements et permet, en particulier, d'utiliser les résultats 
du livre de S. Kumar |Ku02| . On a cependant dû faire quelques hypothèses restrictives sur le 
groupe de Kac-Moody (en particulier la symétrisabilité) . 

Par ailleurs dans |R11| on a élaboré une définition abstraite de masure affine (inspirée de 
la définition abstraite des immeubles affines de |T86| ) et on a montré qu'elle est satisfaite par 
la plupart des masures définies précédemment. De cette définition découlent des propriétés 
intéressantes : les résidus en chaque point sont des immeubles jumelés, à l'infini on trouve 
des immeubles jumelés et deux immeubles microaffines, il existe un préordre invariant sur la 
masure. 

Le but du présent article est de construire la masure affine d'un groupe de Kac-Moody 
déployé sur un corps muni d'une valuation réelle non triviale et de montrer qu'elle satisfait aux 
axiomes abstraits de masure affine ordonnée de |R11| . Ceci est réalisé sans aucune restriction 
sur le groupe de Kac-Moody ni sur le corps valué. Pour cela on a essentiellement remplacé 
dans |GR08| les groupes de Kac-Moody à la Kumar par ceux d'Olivier Mathieu [M89] et la 
représentation adjointe dans l'algèbre de Lie par celle dans l'algèbre enveloppante entière, 
puisqu'on va considérer aussi de la caractéristique (résiduelle) positive. 

Il y a en fait beaucoup de choix possibles pour les groupes de Kac-Moody, cf. |T89| . On 
considère ici les groupes déployés "minimaux" tels que définis par Jacques Tits |T87| ; leurs 
propriétés essentielles sont expliquées dans |T92| et aussi |Re02| . On a résumé celles-ci et 
prouvé quelques compléments (essentiellement sur les morphismes) dans la première partie de 
cet article. 

La seconde partie est consacrée à l'algèbre enveloppante entière introduite par J. Tits 
pour construire ses groupes et à la représentation adjointe, déjà largement utilisée par B. 
Rémy. On y montre un théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt (avec des puissances divisées 
tordues) et on y construit des exponentielles tordues. Ces résultats tirent leur origine dans un 
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travail de généralisation du théorème de simplicité de R. Moody |Mo82| . qui est expliqué dans 
l'appendice. 

Les relations de commutation dans un groupe de Kac-Moody minimal G sont compliquées 
(voire inexistantes). Pour mener à bien des calculs on va raisonner dans un groupe maximal qui 
ici sera celui (^G^"^"" ou G^"^"") défini par O. Mathieu. On a cependant besoin d'une connaissance 
plus concrète de celui-ci, c'est le but de la troisième partie. Il est en partie accompli grâce aux 
exponentielles tordues de la partie précédente. 

Dans ces trois premières parties on étudie les groupes de Kac-Moody de manière générale 
sur un anneau quelconque, ou sur un corps si on veut plus de résultats de structure. On 
les considère ensuite sur un corps valué (mais aussi sur son anneau des entiers). Dans la 
quatrième partie on construit l'appartement témoin et les sous-groupes parahoriques (ou 
assimilés) associés aux sous-ensembles ou filtres de cet appartement témoin. C'est la partie 
la plus technique. Comme dans |GR08| . ces sous-groupes parahoriques du groupe de Kac- 
Moody G sont construits en plusieurs étapes en utilisant les groupes maximaux (7^™-" et G^"^°' 
contenant G. On a cependant dil apporter des changements substantiels aux raisonnements 
de |GR08) . 

On récolte enfin dans la cinquième partie les fruits du travail précédent. Par un procédé 
classique utilisant l'appartement témoin et les sous-groupes parahoriques, on y construit la 
masure affine (ordonnée) d'un groupe déployé sur un corps réellement valué. Et on montre les 
mêmes résultats qu'en |GR08| ou |R11| . Les raisonnements sont sans changement substantiel, 
mais, grâce aux parties précédentes, il n'y a plus d'hypothèse technique superflue. 

L'appendice rassemble des résultats sur le groupe de Kac-Moody maximal â la Mathieu 
Qpma ^g^j. corps k quelconque) qui sont conséquences des résultats des parties [2] et (3] On 
y compare G^"" avec d'autres groupes de Kac-Moody maximaux définis par M. Ronan et 
B. Rémy |ReR06| ou L. Carbone et H. Garland |CG03| . On y généralise aussi le théorème de 
simplicité d'un sous-quotient de G^^'^ dû â R. Moody |Mo82| en caractéristique ; on l'obtient 
ici en caractéristique p assez grande, pour un corps non algébrique sur Fp. 

Je remercie Bertrand Rémy pour m'avoir suggéré d'étudier l'article |Mo82| de R. Moody 
et Olivier Mathieu pour m'avoir signalé son article |M96| et pour quelques éclaircissements 
sur la construction de son groupe de Kac-Moody ou la simplicité des algèbres de Kac-Moody. 

1 Le groupe de Kac-Moody minimal (à la Tits) 

On introduit ici le groupe de Kac-Moody objet principal d'étude de cet article et on y 
étudie en particulier sa fonctorialité. 

1.1 Systèmes générateurs de racines 

1) Une matrice de Kac-Moody (ou matrice de Cartan généralisée) est une matrice carrée 
A = {aij)ij^j , â coefficients entiers, indexée par un ensemble fini / et qui vérifie : 

(i) Oj,j = 2 Vi G / , 

(ii) aij < yii^ j , 

(iii) aij = <ï=^ aj^i = 0. 

2) Un système générateur de racines (en abrégé SGR) |Ba96| est un quadruplet S = 
{A, Y, (cîî)ig/, (a^)ig/) formé d'une matrice de Kac-Moody A indexée par /, d'un Z— module 
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libre Y de rang fini n, d'une famille {ai)i£i dans son dual X = Y* et d'une famille (a^)jg/ 
dans Y. Ces données sont soumises à la condition de compatibilité suivante : aij = aj^a'^). 
On dit que \I\ est le rang du SGR 5 et n sa dimension. 

On dit que le SGR S est libre (ou adjoint) (resp. colibre (ou coadjoint)) si (âï)jg/ (resp. 
(ay)ig/) est libre dans (ou engendre) X (resp. Y). 

Par exemple le SGR simplement connexe Sa = {A,Ya, {cq)i^i, {a^)i£j) avec Y^ de base 
les est le seul SGR colibre et coadjoint associé à A. 

3) On introduit le Z— module libre Q = ©jg/ Za^. Il y a donc un liomomorpliisme de 
groupes bar : Q ^ X , a i-^ â tel que bar {ai) = al. On note = ^'^i C Q et 
Q~ = —Q^. Quand S est libre on identifie Q à un sous-module de X et on ne fait pas de 
différence entre a et a. Le SGR adjoint minimal SAm = (^jQ*) {oiiji^i, {a'^)içj) est libre et 
adjoint. 

On note = X^ig/^o;»^- On dit que le SGR S est sans cotorsion si est facteur direct 
dans Y i.e. YjQ^ est sans torsion. C'est le cas de 5^ pour lequel = Y. 

4) On note V = Y et Vq = Y 0z C ; pour a £ Q et h e Vc, on écrit a{h) = â{h). 
h'' algèbre de Kac-Moody complexe qs associée à 5 est engendrée par \]s = et des éléments 
(cj, fi)i£i avec les relations suivantes (pour h, h' Çi \)s et i ^ j £ I) : 

(KMTl) [h, /i'] = ; [h, e,] = a^{h)ei ; [h, /^] = -a^(/i)/i ; [e„ h] = -a^ 

(KMT2) [e^Jj] = 0; (adeO^""-^ (e,) = (ad/,)^""-^ (/j) = 0. 

On a alors une graduation de l'algèbre de Lie par Q : Qs = ® (©oeA 0a) où 
A C Q\ {0} est le système de racines de Qg. On a f)5 = (05)0, flo; = Ce^ et Q-ai = C.fi, de 
plus 0a C flo = {rr G 05 | [/i, x] = â{x) V/i G f}} est non nul pour a G A U {0}. 

On sait que A et les ne dépendent que de A et non de S. On note qa = QSa- 

Les racines ai sont dites simples. Les racines de A"*" = A H Q"*" (resp. A~ = — A"*") sont 
dites positives (resp. négatives). On a A = A^ |J^^- 

La sous-algèbre nilpotente (resp. de Borel) positive est = (BaeA+ 9a (indépendante de 
S et donc notée aussi nj^) (resp. = f)5 © n^). On a de même des sous-algèbres négatives 

= et = f)5 © avec la décomposition triangulaire = © f)5 © n^. 

5) Le groupe de Weyl (vectoriel) W" associé à A est un groupe de Coxeter de système 
de générateurs l'ensemble S = {si \ i G /} des automorpliismes de Q définis par Si{a) = 
a — a{a'f)ai. Il stabilise A et agit aussi sur X et y par des formules semblables. 

On note <ï> = Are l'ensemble des racines réelles c'est à dire des éléments de A ou Q 
de la forme a = w{ai) avec w G W" et i G /. Si a G alors Sq, = w.Si.w~^ est bien 
déterminé par a, indépendamment du choix de w et de z tels que a = w{ai). Pour /3 G Q on 
a Sq(/3) = P - P{a'^)a pour un G F avec a{a'^) = 2. Si = ^> n A+ et = on a 

q> = 

Les racines de Aj^ = A \ $ sont dites imaginaires. 

Si on a deux parties ^ C ^' de A U {0}, on dit que ^ est close (resp. un idéal de ^') si : 
a,/3 (resp. a G G ^'), p,q> l,pa + qP £ A U {0} ^ pa + qf3 e ^ . La partie ^ est 
dite prénilpotente s'il existe w,w' G W" tels que C A+ et w'^ C A~, alors ^ est finie et 
contenue dans la partie w~^{^^) H {w')~^{^~) de $ qui est nilpotente (i.e. prénilpotente et 
close). 
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6) \]nmorphismedeSGR,ip : 5 = (A, (alW, (a^ie/) ^ 5' = (A', F', (a^ie//, («7)^6//) 
est une application linéaire ip : y — > y' et une injection I —?■ I' , i i telles que A = A'^jy,j, 

(p{a^) = a'^ et a[ o ip = cîl \/i Çî I . On note ip* : X' = Y'* X = Y* l'application duale 

Cette définition de morphisme est duale de celle de |Ba96| 4.1.1] qui est valable dans un 
cadre plus général. 

Pour un morphisme de SGR (p : 5 — ?• 5', on définit de manière évidente un morphisme 
01,3 • 05 ^ 05' entre les algèbres de Lie correspondantes. 

7) Soit ^p : 5 — 7> 5' un morphisme de SGR. On dit que : 

iS est une extension centrale torique de S' si ^p est surjective et I = I' ; elle est dite de plus 
scindée si Ker((/3) a un supplémentaire contenant Q^, 

iS est une extension centrale finie de S' si ip est injective, I = I' et les dimensions sont 
égales, 

plus généralement S est extension centrale de S' si p* est injective et / = /', 

S est un sous-SGR de S' si ^p est injective et Y' /p{Y) est sans torsion, 

S' est une extension semi-directe (torique) de 5 si 5 est un sous-SGR de S' et si / = /'. 

Elle est dite directe si, de plus, il existe un supplémentaire de p{Y) dans Y' contenu dans 

Ker(âj), Vi G /. 

p est une extension commutative si I = I' (alors A = A' et Q = Q'). 

1.2 Tores associés 

A un SGR S, on associe un Z— schéma en groupe = Ty (vu comme foncteur en groupe 
sur la catégorie des anneaux) défini par Ty(A;) = Y 0z k* (pour tout anneau k) ou par 
1y = Spec{Z[X]). C'est un tore (isomorphe à (OJÎult)'^*™^'^)) de groupe de cocaractères (resp. 
caractères) Y (resp. X), voir |DG70| . 

Un morphisme p : S ^ S' de SGR donne un homomorphisme : T5 — )• T5/ de tores. 
Le groupe de Weyl W" agit sur T5 via ses actions sur y et X. 

Si Lp est extension centrale, est surjectif (au sens schématique) de noyau le groupe 
multiplicatif 3 de groupe des caractères X/p*{X'). Si p est extension centrale torique, %^ est 
surjectif (au sens fonctoriel) de noyau le tore TKer{(/3)- Si p est extension centrale finie, alors 
le théorème des diviseurs élémentaires appliqué à p*{X') C X donne une description explicite 
de 3(^) comme produit de groupes de racines de l'unité et l'homomorphisme l-^p^k) n'est pas 
surjectif pour tout anneau k. 

Si S est un sous-SGR de S', T;^ identifie T5 à un sous-tore facteur direct de T5'. 

Proposition 1.3. Soit S = {A,Y, {7xî)i^j, {a^)i^j) un SGR. 

a) Il existe une extension centrale finie S'^ de S qui est sans cotorsion. Le SGR S est 
extension centrale de S"''^ = {A,Q , (cîî)jg/, {a^)i^j) qui est adjoint. Si S est libre alors et 
5""^ aussi. 

h) Le SGR = {A^Q^^ , {pH\Q'^)i&l, {'^ï)iel) n'est en général pas libre. Le SGR (resp. 
Sa) en est extension semi-directe (resp. centrale torique). 

c) Il existe une extension centrale torique S^^ de S qui est sans cotorsion et colibre. Si 
S est colibre et sans cotorsion, cette extension est scindée. Si S est libre ou si Q est facteur 
direct dans X , alors c'est également vrai pour S^^. 

d) Il existe une extension semi-directe de S qui est libre (et avec facteur direct de 
X^). Si S est libre et Q facteur direct de X, cette extension est directe. Si S est colibre ou si 

est facteur direct dans Y, alors c'est également vrai pour . 
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e) Si S est libre, calibre et sans cotorsion, alors S est extension semi-directe d'un SGR 
gmat ijjj^g^ colibre, sans cotorsion et de dimension 2r — s où r est le rang de S et s (< r) le 
rang de la matrice A. 

Remarques. 1) On a 5^'^^ = ^S^*'^ et les constructions de c) et d) sont fonctorielles en S. 

2) Dans le cas e) le SGR .S"""* vérifie donc les hypothèses de |M88a| p 16]. Mais S n'est 
pas toujours extension directe de jS™'"*. 

3) Quand la matrice A est inversible (par exemple dans le cas classique d'une matrice de 
Cartan) tout SGR est libre, colibre et extension semi-directe (ou aussi centrale torique) d'un 
SGR de dimension égale au rang {i.e. semi-simple dans le cas classique). 

Démonstration. On considère un supplémentaire Yq de {Q^ (8) Q) H y dans Y et on pose 
y* = © Yq. Les assertions a) et b) sont alors évidentes. 

c) On définit = Y® {®i^iZu-), son dual est donc X^"" = X ® {®i(ziZui) où les m 
forment une base duale des . On note = S X, al'^^ = a( + et ip est la projection 
de y^'^ sur Y. cf. [RjUH 7.1.2]. 

d) On définit y^ = y {(Bidi'Lv'^), son dual est donc X^ = X ® (®îg/ Zuj) où les Vi 
forment une base duale des . On note â| = -|- fj, af^ = et y? est l'injection canonique 
de y dans Y^ . 

e) Soit -i/; : y — )• Z*", y ^ {ai{y))i^i. Comme S est libre, ij^iY) est de rang r, tandis que 
ipiQ'^) est de rang s. Le module QV'(Q^) 1^ V'(^) ^ un supplémentaire dans ip{Y) de rang 
r — s; on suppose que la base de ce supplémentaire est t/j^vi), • • • , ij){vr-s) pour des Vi € Y . 
Comme <S est colibre y™-*^* = (®j=i '^Vj) est de rang 2r — s. Comme le quotient de Y par 

est sans torsion , il en est de même pour y"^"*. On note a^*^* = ailymat et a^"*^ = a^. 
L'injection de y'™'^* dans Y fait bien de S une extension semi-directe de 5™'^* et 5™'** est 
colibre, sans cotorsion, de dimension 2r — s. Comme ip(Y'^'^^) = ip{Q'^) (0^2^2-0(1)^)) est 
de rang r, les a^"* sont bien hbres dans X™'** = (Y"^"-'')*. □ 

1.4 Relations dans Awt(g^) 
cf. |T87l 3.3 et 3.6] 

Pour i I, ad{ei) et ad{fi) sont localement nilpotents dans qa on 35, exp(ad{ei)), 
exp{ad{fi)) sont des automorphismes de g^i ou 95 et l'on a exp[ad{ei)) .exp{ad{fi)) .exp{ad{ei)) 
= exp{ad{fi)).exp{ad{ei)).exp{ad{fi)), que l'on note s* ou s*.. L'application s* 1— t- Sj s'étend 
en un homomorphisme surjectif w* w du sous-groupe W* de Aut(0/i) engendré par les 
s* sur le groupe de Weyl W". Le groupe W* stabilise et permute les Qa pour a G A ; les 
actions induites sur {) ou A se déduisent des actions de W" via l'homomorphisme précédent. 
En particulier W* est le même qu'il soit défini sur qa_ ou 05. 

Pour a G <I>, r espace est de dimension 1 et on peut choisir les éléments de base (6ci)aççi> 
de façon que Bq,. = Cj, [cq,, fa] = — et w*ea = ±e^Q pour a £ ^, i & I et w* £ W*. 

Si a, /? € $ forment une paire prénilpotente de racines, l'ensemble [a,f3] = {pa + q(3 € 
^\p,q € N} est fini. Si a et ^ sont non colinéaires, on note ]a,/3[= [a, /3] \ {a,/3}, et on 
l'ordonne, par exemple de façon que p/q soit croissant ; on a alors la formule suivante pour les 
commutateurs (pour r, r' € C) : 

{exp{ad{rea)),exp{ad{r'efs))) = exp{ad{Cp'^rPr"^e^)) 
où 7 = pa + qP parcourt ]a, /3[ et les Cp^'g sont des entiers bien définis. 
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1.5 Foncteur de Steinberg 
cf. (XHÏl 3.6] 

Ce foncteur St^ de la catégorie des anneaux dans celle des groupes est engendré par |$| 
exemplaires du groupe additif 2lî)î). Plus précisément, pour a € A; un anneau et r € A;, on 
introduit le symbole Pa(r) et le groupe (Si^ik) est engendré par les éléments ^a{r) pour a € <ï>, 
r k soumis aux relations yo(r + r') = ?o(r).yo(r') et aux relations de commutation : 

(KMT3) iUr),Mr')) = n hiCp^r^r") 

pour r,r' G k, {a, fi} prénilpotente et 7, Cp'q comme ci-dessus en ll.4l 

Si ^ est une partie nilpotente de <î> et si on remplace ci-dessus <I> par on définit un 
foncteur en groupes il^. C'est un groupe algébrique unipotent isomorphe comme schéma à 
et qui ne dépend que de ^' et A (donc mais pas de 5. Si a E $ et ^' = {a}, 
iia = ii{a} est un sous- foncteur en groupes de QIa isomorphe à 2lî)c) par y^. En fait Gïa est 
l'amalgame des groupes il^ et il[a,/3] pour a £ $ et {a, /3} prénilpotente. 

Pour a G <ï>, /c un anneau et r G k*, on définit dans &iA{k), Sa{r) = Tai''')4-a{r~^)-Vair), 
Sa = et a*{r) = .Sair"^). On a Sai—r) = SQ,(r)~^ = Sa-a*{—r~^). En particulier 

sâ^ = Sa(-l)- 

Remarque. Si jamais le quotient de par son idéal gradué maximal d'intersection 
triviale avec [)a est différent de g^, la différence n'affecte que les espaces radiciels imaginaires. 
Le remplacement de g^ par g^ ne change donc pas 6t^ (ni lÔs défini ci-dessous) ; ce n'est par 
contre pas vrai pour le groupe 0^"^" du § 3. 

1.6 Le groupe de Kac-Moody minimal (5s (à la Tits) 
cf. |T87l 3.6], |RiÔ2l 8.3.3] 

Pour un anneau k, on définit le groupe &s{k) comme le quotient du produit libre <SiA{k) * 
%s{k) par les 4 relations suivantes, pour a racine simple, /ÎG'Î', rGfcettG T^s{k) ■ 

(KMT4) Ua{r)-t-^ =VaHt)r), 

(KMT5) Sa-t.s-^ = Sait), 

(KMT6) s„(r-i) = Sa.a^(r), 

(KMT7) s„.f;3(r).s-i =y^(er), 

si 7 = Sa(/3) et s* (e/3) = ee^ (avec e = ±1). 

Remarque. Les relations (KMT5) et (KMT7) permettent aussitôt de généraliser (KMT4) 
au cas où a G $ n'est pas simple. 

Propriétés. 1) D'après |T87| 3.10.b] il existe des foncteurs en groupes &^ et il^ satisfaisant 
aux axiomes (KMG 1 à 9) de Le. . D'après le théorème 1 (i) p. 553 de Le. , il en résulte que, 
pour tout anneau k, l'homomorphisme canonique de l^sik) dans &sik) est injectif. 

2) Pour tout a G l'homomorphisme ^ak '■ k — )■ iia{k) — > &s{k) est injectif, voir la 
démonstration de |Re02| 9.6.1] si Y iTLctf est sans torsion (Vi G /) ou si k n'a pas d'éléments 
nilpotents ; le cas général se traite comme dans la partie b) de la démonstration du lemme 
14.111 ci-dessous. Plus généralement ces mêmes raisonnements montrent que, pour toute partie 
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nilpotente ^ de <î>, l'homomorphisme canonique de iliii(A;) dans &s{k) est injectif et aussi que, 
pour a / /? et r ou r' non nul fa(r) 7^ f/?!?^')- 

3) On identifie donc T5, Hq et iX\îi à des sous-foncteurs en groupes de ©5 ; si ^' est un 
idéal de iliif est distingué dans it\ii. De même on note (resp. !B^) le sous-foncteur en 
groupe de &s tel que, pour un anneau k, ii^{k) (resp. *B^(A;)) est le sous-groupe engendré 
par les ila{k) pour a G (resp. et par 1.s{k)). 

4) On note le sous-foncteur de (3s tel que ^s{k) soit le sous-groupe engendré par 
1s{k) et les Sa pour a racine simple. On a un liomomorphisme i/'" de sur trivial sur 
1s tel que zy^(sc.) = s» et aT5(A;) agit sur 1s et ^> via z^^, c/. (KMT4), (KMT5), (KMT7) 
et 2) ci-dessus. D'après |T87| 3.7.d] les satisfont aux relations de tresse, d'après (KMT6) 
(sq.)^ € T5(A;), le noyau de i/" est donc égal à 1s{k)- 

Si est un corps avec au moins quatre éléments, (/c) est le normalisateur de l-si^) dans 
©5 (A;) |Re02| 8.4.1]. Si k est un corps infini, on sait de plus que tous les sous-tores /c— déployés 
maximaux de ©5 sont conjugués à T5 par &sik) |Re02| 10.4.1]. 

5) Les théorèmes 1 et 1' p. 553 de |T87| montrent que, sur les corps, (3s vérifie les axiomes 
(KMG 1 à 9) de Le. : il existe un homomorphisme vr de foncteurs en groupes ©5 — > qui 
est un isomorphisme sur les corps et vér ifie 7r(il|) C ilj. En particulier (KMG4) dit que, pour 
une extension de corps k k', (3sik) s'injecte dans (3s{k'). 

Si k est un corps, {(3s{k), {ila{k))ae^,1^sik)) est une donnée radicielle de type <î>, au 
sens de |R06| 1.4], ou donnée radicielle jumelée entière |Re02| 8.4.1] (c'est plus précis que les 
données radicielles jumelées de Le. , i.e. les RGD-systems de |AB08| 8.6.1]). En particulier, 
pour u G iia{k) \ {1}, il existe u',u" S ii-a{k) tels que m{u) := u'uu" conjugue il/3(A:) en 
il<,^(^)(A;), V/3 € <I>, donc m(ti) € ^s{k) ; on a m(pa(r)) = ?„Q(r~^). On montre que ^^{k) est 
produit semi- direct de 1s{k) et il|(A;) |RiÔ2l 1.5.4]. Pour une partie nilpotente de la forme 
= $+ n on a il,i,(A;) = il^(fe) H wii'^{k)w~^ ef. Le. 3.5.4. Le centre de (3s{k) est 

{t G %s{k) I ai{t) = l,Vi e /} ef. Le. 8.4.3. 

Toujours si k est un corps, la donnée radicielle ci-dessus permet de construire des immeubles 
combinatoires jumelés J^+(fe) et J^^(/c), agités par &sik) '■ l'immeuble J^^'{k) de ©5 sur k est 
associé au système de Tits (©^(A;), 5S^(/c), D'Î5(A:)). 

1.7 Un quotient du foncteur de Steinberg 

Pour un anneau k, on définit <3tA{k) comme le quotient de (Siji{k) par les relations 
suivantes, pour a, (3 racines simples, 7 G $ et r, r' S /c : 

(KÎWT5) Sa.P*{r).s-^ = /3*(r).a*(r-°(^'')), 

(KMT7) Sc{r).i^{r').:sa{r)-^ = u{e.r-"'^°'''\r'), 
si (5 = Sail) et s* (e^) = e.e^, 

(KMT8) a) a* : k* —?■ (StA^k) est un homomorphisme de groupes, 

b) a*{r).(3*{r') = /3*{r').a*{r), on note T^(A;) le groupe commutatif engendré par 
tous ces éléments (pour a, (3 racines simples et r,r' € k), 

c) La formule 7(a*(r)) = r'^^"^) définit un homomorphisme de groupes Tyi(A;) — > 

A;*, noté 7. 

On note de la même manière les éléments et leurs images dans (3tyi(A;). 
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Remarques. 1) Dans le cas classique, Steinberg considère lui aussi un quotient de Gt^ un 
peu analogue : comparer (KMT7) et (KAfT8) respectivement aux conditions (B') et (C) de 
|S62] ou [S68] . 

2) On n'a pas cherché ici un système minimal de relations pour (ëi^ik). Le lecteur trouvera 
des réductions faciles par lui-même et d'autres moins évidentes dans |T87| 3.7 ou 3.8], |S62| 
ou |S68] . 

3) L'endomorphisme du groupe Tyi(fc) défini par s^(t) = t.p*[(3{t))~^ est une involution, 

car = t.(3*{(3{t)y\f3*m.p*m)r')r' = t.p*{mr^-p*{m)-^-p*w*mm 

= t (car /3 o /3* est l'élévation au carré). En fait pour t = 7*(r) on a s^(t) = s^(7*(r)) = 
7*(r)./3*(/3(7*(r)))-i = 7*(r)./3*(r-^('^'')) ( = (7* - l3{-f'^)(3*){r) avec une notation additive 
pour Hom(fc*, Sty4(A;)) ). En particulier (KMTS) et (KMT5) sont semblables. 

4) La relation (KMTi) : t.-^air)-t'^ = Ta{a{t)r), pour a G r G /c et t G Tyi(/c) est 
conséquence des relations ci-dessus : 

En effet pour a, /3 racines simples, r G k*, r' G /c, on a : /3*(r).yQ,(r')./3*(r)~"'^ = 
s/Mr~^)Mr')-Sp{r-^rysp = s/.]C^{e.r'^(^"lr').sp = y„(r"(/5').r') = 3:,(a(/?*(r)).r') 
(avec 7 = s^(a) et s*p{ea) = e.e^). 

Cette relation s'étend au cas a non simple d'après (KMT5), (KMT7) et (KMr8) : si a, 
(5 sont simples et 7 satisfait à (KMT4),on a : 

/3*(r).2:,^(^)((-ir(°").e.rO./3*(r)-i=/3*(r).5-i.p^(r').s«./3*(r)-i 
= s-i./3*(r).a*(r-"(/^'')).p^(r').a*(r°(/^''))./3*(r)-i.s<, 

= s-i.p^(r^(/3").(r-(/3"))^("").r').5a = î:,„(^)((-l)^(°').e.r^(/^')-°(/'")-^("').r') 
et 7(/3^) - a(/3V).7(a^) = s«(7)(^V). Donc Sa(7) satisfait aussi à (KMT4). 

5) On peut appliquer (KMr7) à 7 = ito;. On sait que s* (e±a) = e=pQ,. Donc ïa(r).x±ci(r') 
•««(r)"^ = x^Q(r=F2.r') et ««(r) = Sa(r).Sa(r).Sa(r)~^ = x_a(r~^).2;„(r).x_Q(r~^) = s_a(r~^). 

Proposition 1.8. 1) L'homomorphisme canonique de &tA dans &s se factorise par GIa, 
autrement dit les relations (KMT5), (KMT7) et (KMT8) sont satisfaites dans ©5. 

2) Pour un anneau k, <3s{k) est le quotient du produit libre &iA{k) * '^sik) par les 2 
relations suivantes (pour a racine simple, f3&^,r&kettG %s{k)) ■ 

(KMT4 ) t.ip{r).t-^ =ip{m-r), 
(KMT6) a*{r) = a^{r) sir &k*. 

3) La relation (KMT6) induit un homomorphisme de foncteurs en groupes ij) : %a 

dont le noyau 35 est central dans GIa- Le foncteur ©5 est le quotient (comme foncteur en 
groupes) du produit semi-direct (Styi/35) x par %A/'bs antidiagonal. En particulier le 
quotient (comme foncteur en groupes) GIa/'^s s'injecte dans <Ss. 

Démonstration. Par définition de a*{r) et (KMT6), la relation (KMTG) est bien satisfaite 
dans &s{k)- On en déduit aussitôt la relation (KMT8) et que l'image de TiA{k) est dans 
^s{k)- D'autre part les deux involutions s'^ et Sf^ coïncident sur cette image d'après les cal- 
culs de 11.71 3 ; ainsi (KMT5) est une conséquence de (KMT5). Enfin Sci{i').l'y{r').Sa{r)~^ = 
Sa.a* {r~^).l -,{r').a*{r).s-^ = s^.i-,{^{a* {r-^)).r').s-^ = s«.?^(r-^("").r').s-i = î:5(e.r-^("").r'), 
d'où {KMT7). 

On a ainsi montré 1) et que les relations (KMT4), (KMTG) sont vérifiées dans <Ss{k). 
Inversement il faut montrer que (KMT5), (KMTG) et (KMT7) sont des conséquences de 
(KMT4), (KMTS), (KMTG), (KMr7) et (KMr8). La relation (KMT7) est un cas particulier 
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de (KMT7), (KMT6) découle de (KMT6) et de la définition de a*. Pour a simple et t E 1s (k), 
on a : t~^.Sa.t.s-^ = t"^fQ(l).î:_Q(l).yQ(l).t.s~^ = î:a(a(t)~^).î:_«(a(i)).2:a(a(t)~^).s-^ = 
Sa{a{t)~^).s~^ = Sa-o:*{a{t)).s'^^ = a*{a{t)~^) = a'^{a{t)~^) = t~^.Sa{t); en effet pour 
t = A(r) avec A G F et r G fc* on a : Sa(A(r)) = (A - a(A)a^)(r) = A(r).aV(r-"W) = 
A(r).a^(a(A(r))~^). Ainsi (KMT5) est satisfaite. 

3) On a vu en 11.61 1 que s'injecte dans la relation (KMT6) n'induit donc aucun 
quotient dans T5. Par contre, comme est engendré par les a* , cette relation se traduit par 
un homomorphisme ■0 : I-a 1s i celui-ci est compatible avec les morphismes 7 : Tyi(fe) — ^ 
/c* et 7 : 1s{k) — )• A;* (pour 7 G d'après (KMT8c) et la relation correspondante dans T5. 
Ainsi la relation (KMT4) (|1.7I 4) montre que le noyau 35 est central dans GiA- La relation 
(KMT4) montre que (3s est quotient du produit semi-direct indiqué par des relations induites 
par (KMT6). La relation (KMT4) montre que ce quotient se limite à l'action antidiagonale 
de Ta/35- □ 

Corollaire 1.9. 1) Pour le SGR simplement connexe Sa, on a %a = Isa = ^Sa' 

l'on notera aussi &a ou 

2) Si k est un corps, l'homomorphisme canonique de il^^(A;) dans ii^{k) est un isomor- 
phisme. 

Démonstration. 1) Comme est produit direct des groupes a^{k*) (pour a racine 

simple) et s'injecte dans ©^^(/c), la relation (KMT6) permet d'identifier Ta(^) et T5^(A;). 
Alors (KMT4) se réduit à {KMT4) dont on sait qu'il est vérifié dans 6lA{k) (IIZ34), on a 
donc bien l'identification proposée. 

2) On sait dans 05^(fc) que IsA^k) et ii^^{k) forment un produit semi-direct (|1.6I 5) le 
quotient par 35 (^) n'affecte donc pas il^ (k). □ 



1.10 Fonctorialitê 

Si 93 : 5 — 7> 5' est une extension commutative de SGR, la proposition 11.81 permet de définir 
un morphisme (5,^ : &s ~^ ^S' de foncteurs. En effet S et S' correspondent à la même matrice 
A, donc les mêmes ^, Qa, &iA{k) et &tA{k). La compatibilité de (p avec les racines et coracines 
permet de définir <Ô^{k) comme le passage au quotient de ld*1ip{k). Pour tout anneau k, les 
homomorphismes &ip{k) et 1^{k) ont même noyau; le groupe ©^/(/c) est engendré par l^'ik) 
et le sous-groupe (distingué) image de <5^{k) (|1.8I 3) : on a ^s'{k) = ip{^s{k)).1s'ik) ■ De 
plus l'image réciproque de ^gi{k) (resp. 1.s'{k)) dans &s{k) est égale à ^sik) (resp. 1s (k)) ■ 
Le noyau Kei(Ô^ est central dans (5s (mais trivial si S est un sous-SGR). Par construction 
(5^ induit un isomorphisme de iig{k) sur il^,(A;) et de iig{k) sur iX^,[k), pour tout corps k 
(II912). 

Sur un corps k, on voit facilement qu'il est possible d'identifier les immeubles combinatoires 
J^^ de &s et (Ôs' avec leurs facettes et leurs appartements. Les actions de &s{k) et (3s'{k) 
sont compatibles (via Ô5^(A;)). 

On va étudier quelques cas particuliers intéressants. 

Corollaire 1.11. Si le SGR S' est extension semi-directe (resp. directe) du SGR S, alors 
&S' sst produit semi-direct (resp. direct) de &s par un tore 1z où Z est un supplémentaire 
de Y dans Y' et, pour un anneau k, l'action de 1z{k) sur &sik) est donnée par les relations 
t.t'.t-^ = t' et t.ia{r).t~'^ = ?«(«(*). r) pour t G Izik), t' G 1s{k), a G <ï> et r e k. 
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Démonstration. On a Y' = Y (B Z , donc Ty/ = Ty x C &s'- Dans ©t^ * (Ty x 1z) la 
relation (KMT6) n'implique que ©t^ * Ty et (KMT4) décrit l'action de sur &tA, d'où le 
résultat. □ 

Corollaire 1.12. Si le SGR S est extension centrale torique du SGR S' , alors ©5' est quotient 
(comme Joncteur en groupes) de &s par un sous-tore facteur direct T' de T5, central dans <Ôs. 
Si l'extension centrale est scindée, alors <3s ^st isomorphe au produit direct de <Ôs' et T'. 

Démonstration. Comme 99 : Y ^ Y' est surjective, Z = Kenp est facteur direct dans Y et 
contenu dans les noyaux Ker/3 pour /? S On pose î' = 1z et la première assertion est 
alors une conséquence directe de 11.81 Si l'extension est scindée, Z a un supplémentaire Y" 
contenant les coracines et ip induit un isomorphisme de S" sur S' , d'où le résultat. □ 

Corollaire 1.13. Si ip : S ^ S' est une extension centrale finie, alors pour un anneau k, 
Tb^p{k) : l^sik) ^s'{k) 0- pour noyau le groupe fini '^{k) = { z £ 1^s{k) \ x° "^^pi^) = 1 Vx € 
X' } contenu dans tous les noyaux de racines de $. Ge groupe 3(^) est central dans &s{k), le 
quotient &s{k)/'5{k) est un sous-groupe distingué de (Ôs'{k) et (Ôs'{k) = {&s{k)/^{k)).%s'{k). 

N.B. Sauf si k est un corps algébriquement clos, &s'{k) n'est pas forcément égal à &s{k)/'5{k), 
car %ip{k) n'est pas forcément surjective, voir 11.21 

Démonstration. Là encore (KMT6) dans est conséquence de la même relation dans ©5 
et (KMT4) montre que %s'{k) normalise l'image de 65 (A;). L'injection de 1^s'{k) dans 65/ (A;) 
permet de contrôler la situation. □ 

2 Algèbre enveloppante entière 

Cette algèbre "enveloppante" est la base de la construction par J. Tits de son groupe de 
Kac-Moody étudié ci-dessus. On va prouver ci-dessous un théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt 
et introduire des "exponentielles tordues" dans le complété de cette algèbre. 

2.1 Rappels 

cf. mZ], [ÏÏin2] . p88i] . |Bm VIII § 12]. 

1) Dans l'algèbre enveloppante Uc{qs) de l'algèbre de Lie complexe qs, J. Tits |T87| § 4] 
a introduit la sous— Z— algèbre Us engendrée par les éléments suivants : 

( \ G-^ 

e,- = — \— pour i € / et n € N, 

* ni 

An) ^ Jl_ ^^j, i£l etnen, 

* n\ 

pour /i G y et n E N. 

La sous-algèbre 14^ (resp. , lÂg) est engendrée par les éléments du premier type (resp. du 
second type, du troisième type). On oubliera souvent l'indice S dans les notations précédentes, 
d'ailleurs Ug et lÂ'^ ne dépendent que de A et non de S. 

On sait que Us (resp. Ug, Ug , Ug) est une Z— forme de l'algèbre enveloppante cor- 
respondante Uic{qs) (resp Z//c(nJ), Uic{xi^), Uic{^s)) et que l'on a la décomposition unique 
Us=U^.UlUs. 
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2) La graduation de l'algèbre de Lie Qg par Q induit une graduation de l'algèbre associative 
Us par Q ] le sous-espace de poids a £ Q est noté Usa- La sous- algèbre (resp. Ug) est 
graduée par (resp. Q~), la sous-algèbre est de poids 0. 

L'algèbre Ug est un sous— module pour la représentation adjointe ad de Uciss) sur 

elle-même. En effet {ade'['^){u) = .(n) = Ep+g=„ i-'^)" -ef ■^^A"'^ et, pour /i G F, 

ad ^ ^ ^ agit sur Uc{Qs)a par multiplication par ^ '^(^) ^ g ^ 

La filtration de Uc{qs) induit une filtration sur Ug- Le niveau 1 de cette filtration est donc 
somme directe de Z et de Qgz = 05 L'algèbre de Lie Qgz est un sous— iY^— module pour 

l'action adjointe, elle a une décomposition triangulaire Qg^ = n^^ © F © n^^ (où n^sz = 

une décomposition radicielle qsz = ^ © (ffiasA QSaz) (où 

05aZ = Sa ^Us). 

3) L'algèbre lAs (ou Z//^, a une structure de Z— bigèbre cocommutative, co- 
inversible, elle est non commutative (sauf Ug). Sa comultiplication V, sa co-unité e et sa 
co-inversion (ou antiautomorphisme principal) r respectent la graduation et la filtration : elles 
sont données sur les générateurs par les formules suivantes (pour z € /, /i S y et n € N) : 



n J ^p+q-n \ p j \ q J \ n 

' ) - ( ) -(-ir.( ) H-ir.E..,.„ ( ) C 

Vel") = E,+,=n ^ eS^^ ^4") = pour n > et reS") = (-l)"eS") 
V/i"^ = E,+,=„ /i^^ ^ e/i"^ = pour n > et r/i") = (-l)"/}-). 

4) Les automorpliismes s* de 11.41 s 'étendent à Wc(0s) et stabilisent On a une action de 

(n) e" 

VK* sur ^5. Ainsi, pour une racine réelle a et un base (sur Z) de 0^^, l'élément 6^ — — — 

est dans Us ; c'est une base de Usna^Uc{Qa)- On a comme ci-dessus Vei"^ = e^'^iS'ea \ 

eei"^ = pour n > et rei"^ = (-l)"ei''^ 

L'automorphisme exp{ad{ea)) de Z//c(0<s) stabilise Us^ puisqu'on a p .(u) = 

Z^p+q=n {—^Y-&a^-u.e~a''- On note s* l'élément suivant exp{ad{ea)) ■exp{ad{fa)) ■exp{ad{ea)) = 
exp{ad{fa))-exp{ad{ea))-exp{ad{fa)) ; cet élément de W* dépend du choix de comme base 
de QaZ, si on change Ca en —60, on change s* en (s*)~^. 

Plus généralement le foncteur en groupe (Ôs admet une représentation adjointe Ad dans les 
automorphismes de Us respectant sa filtration et donc aussi dans les automorphismes de Qsi 
|Re02| 9.5]. Pour a G $ et r G iî, Pa(r) agit sur Usr = Us ® R comme X^„>q ad{é~a^) (g) r" ; 
le groupe agit selon la décomposition de Us ou selon les poids. 

5) L'algèbre est graduée par Q'^ . On peut la graduer par un degré total dans N dont 
chaque facteur regroupe un nombre fini d'anciens facteurs. Ainsi sa complétion positive (pour 
le degré total) est U^ = W^(zq+ U^ ; c'est une algèbre pour le prolongement naturel de la 

multiplication de U~^ . On peut de même considérer l'algèbre U^ = Y[a£Q+ (ei^ général 

différente de U~^ (8) k) pour tout anneau k. 

On peut considérer la complétion positive U^ de U selon le degré total (dans Z) ; c'est 
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une algèbre contenant U~^. On définit de même qui contient Uj^ . L'algèbre contient 
l'algèbre de Lie = (eQ<o0afc) © f)fc ® (na>o 0"^)- 

L'action adjointe ad de U sur U respecte la graduation. On peut donc la prolonger en une 
action de (ou Uj^) sur elle même. L'algèbre de Lie est un sous— a(i(ZY|')— module. 

Les résultats précédents et suivants sont bien sûr encore valables si on remplace A"*" par 
A~ ou par un conjugué de par un élément du groupe de Weyl W^. On peut en particulier 
définir des complétions négatives U~ , lA^ ou g" (selon l'opposé du degré total). 

Proposition 2.2. L'algèbre de Lie qz (resp. nj, n^) est le U— module (resp. lA^ — module, 
IA~ — module) engendré par \)s'l = Y et les Ci, fi (resp. par les Ci, par les fi) pour i I (pour 
l'action adjointe de lA). L'algèbre de Lie qz contient la sous-algèbre de Lie q\ engendrée par 
\)sz et les Ci, fi pour i e I. 

Démonstration. Comme qz est une algèbre de Lie, elle contient ; comme c'est un sous— ZY— module 
de U elle contient le lA— module g| engendré par t)sz et les e,, /j. Si jamais qz ^ 0|, il existe 
un nombre premier p tel que l'image de g| dans gz 'Si Fp n'est pas tout gz S Fp. Mais ceci 
contredit |M96| 1.7.2 p308]. Le raisonnement pour est analogue. □ 

Corollaire 2.3. a) Soit K un corps de caractéristique p. Si, pour tout coefficient de la matrice 
de Kac-Moody A, on a p > —aij ou si p = 0, alors l'algèbre g]^ = g^ (8) (engendrée par 
t)SZ'S>K et les Ci, fi pouri G I) est égale à qk = Qz^K. De même l'algèbre de Lie = n^(S>K 
(resp. = ^ K) est engendrée par les Ci (resp. les fi). 

b) Dans le cas simplement lacé i.e. si \aij\ < 1 pour i ^ j, on a = Qz. 

Démonstration. Le a) est clair pour p = 0; pour p > c'est |M96| 1.7.3 p308]. On en déduit 
alors facilement le b) comme dans la démonstration précédente. On peut aussi utiliser la 
proposition 12.21 et |MT72| prop 1 pl81] pour prouver a) et b). Voir aussi |T8H prop 1]. □ 

Proposition 2.4. Soit x E Qz- H existe des éléments x^"! € lA pour n G N, tels que x^'^^ = 1, 
xl^l = x et (si on note x^"^ = x"/n! G IAc{qs) ) l'élément x^"! — x*-"^ est de filtration < n dans 
^c{Qs)- Si de plus x G QaZ, a G Q, on peut supposer xI"! G lAna- 

Remarque. Pour x G y = hz, on peut prendre x'"! = ( ^ I ■ Pour x G QaZ, a G <î>, on peut 

\n J 

prendre x^"! = x^"). Le problème se pose pour x G QaZ, « G Aj^- Des calculs explicites sont 
faits dans |Mi85| ; on constate que x'"' n'est pas forcément dans X^^gj^ Qx". 

Démonstration. Pour a,b & Z, x,y € Qz, on a (ax + by)^"^ = X^p_|_q=„ a^Wx^^^y^''^ modulo 
filtration < n. On déduit ainsi l'existence des (ax+62/)["l de celle des x^\ yl'^l. La démonstration 
se réduit donc au cas où x est homogène et l'un des générateurs du Z— module Qz- Le résultat 
signalé en remarque pour x = e^, x = /j ou x G 1^ et la proposition 12.21 montrent qu'il suffit 
de démontrer le lemme suivant (le cas négatif est semblable). □ 

Lemme 2.5. Soient jS G A"*" ei x G Qpz tels qu'il existe des éléments xt"' G satisfaisant 
aux conditions de la proposition précédente. Pour i G I, /c G N, notons y = {ad{ei)^ /k\){x) G 
Qz et 7 = /3 + kai ('G A"*" si y ^ 0). Alors il existe des éléments G ^^«7 (pour n G 
satisfaisant aux conditions de la proposition précédente. 
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur n ; c'est vrai pour n = ou 1. Si /? et Oj sont 
colinéaires, on a /? = «j, donc y = pour k > 1. On peut donc supposer /3 et ai indépendants. 
On travaille dans l'algèbre = YI^^q+ U^C po^r z G n"'" on note expz = Yln&i 
On a alors {exp ei) .{exp x) .{exp — Cj) = expÇ^^^j^ {ad{ei)"^ /ml){x)) 

et a ussi {expei).z.{exp - et) = J2p g {-l)'^e[^he\''^ = YlneN {{adeiY /n\){z) Pour z E U^, 
voir |B-Lie[ II § 6 ex.l p90 et VIII § 12 lemme 2 pl74]. 

Identifions les termes de poids n'y dans les 2 membres de la première relation ci-dessus, en 
calculant modulo filtration < n. 

Dans le membre de gauche on trouve X^p_|_ç=„fc (— l)'^e-^^a;^"^e^'^'* qui n'est différent de 

Ylip+q=nk ( — l)''ej-^^xf"'le-^^ € Un'y que par le terme de poids de {expei).z.{exp — Cj) (pour 

z = xt*^! — x^"^^ S Un"i<c de filtration < n) c'est à dire par ^pj^q=j^k{—'^Yef^ zéf \ D'après la 
seconde relation ci-dessus ce dernier terme est de filtration < n. Ainsi le terme de poids n'y 
du membre de gauche est dans Un^y modulo filtration < n. 

Dans le membre de droite les termes de poids dans n/3 — Na^ sont ceux de la somme 
(Em6N {{adei)'^/m\){x) égale à Ej:p,=n HjeN {{{adeiy / j\){x)fPi'^ modulo des termes 

de filtration < n et de mêmes poids. Pour sélectionner les termes de poids 71,7 dans cette der- 
nière somme, on a 2 conditions sur les Pj ■ n = pj et nk = jpj. Ainsi pj = pour j > nk, 
Pj < n et jpj < nk ; donc si pj = n on a j = k. Ainsi la partie de poids 717 du membre de 
droite est, modulo filtration < n, la somme de et de produits H^-Io" {{{aday / j\){x)YP^^ 
avec des pj < n. Par récurrence le j-ième terme de l'un de ces produits est dans U modulo 
filtration < pj, donc chacun de ces produits est dans Un-y modulo filtration < n. 

Par comparaison des membres de gauche et de droite, on obtient que y^'^^ est dans Un'y 
modulo filtration < n. □ 



2.6 Poincarê-Birkhoff-Witt pour U 

Pour a € A U {0}, soit Ba une base de q^z sur Z. Pour a = Oi racine simple, on choisit 
I3a = {e-i} et B-a = {fi}- Par conjugaison par W^, pour a € on peut choisir Ba = {^a} 
et B-a = {fa} de façon que [cq, ffy\ — — o^^ . On ordonne la base B — U B^ de de manière 
quelconque. 

Pour X £ B on choisit des éléments j;'"! comme en 12.41 Pour = {Nx)x£B ^ N^^\ on 
définit [N] = H^eB ^^^"^ i^^ produit est pris dans l'ordre choisi et est en fait fini car presque 
tous les Nx sont nuls). Le poids de [A^] (et, par définition, de A^) est la somme pondérée 
pds{[N]) = J2 ^xpds{x) G Q des poids des x G B. 

Proposition. Ces éléments [N] forment une base de U sur 7L. 

Remarques. 1) L'algèbre graduée gr{U) définie par la filtration de U est donc une algèbre 
de polynômes divisés à coefficients dans Z et dont les indéterminées sont les éléments de B. 

2) Bien sûr ces résultats sont encore valables sur un anneau R quelconque. Si R contient 
Q, on peut remplacer x^"] par x^") pour tout x B. 

Démonstration. C'est une conséquence immédiate de 12.41 d'après |B-Lie| VIII § 12 n°3 prop. 
1] qui se généralise sans problème à la dimension infinie. □ 

Proposition 2.7. Pour x G Qal, a G A U {0}, on peut modifier les xt"! de la proposition \2.4\ 
de façon à satisfaire aux relations supplémentaires suivantes : 

V(xW) = xW (g) xM et e(xM) = pour n > 0. 
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Définition. Pour x G QaZ, a € A U {0}, on dit que est une suite exponentielle 

associée à x si elle satisfait aux conditions des propositions 12.41 (y compris x^"! € Una) et 12.71 
Plus généralement, si x € flfc pour k un anneau, il existe des suites exponentielles inhomo- 
gènes associées à x ; on peut prendre (Ay + /uz)'"] = X^fi'^y^^z^'^y 

Remarque. U (resp. gr{lA)) est donc isomorphe comme cogèbre graduée (resp. bigèbre gra- 
duée) à une algèbre de polynômes divisés, plus précisément à l'algèbre symétrique à puissances 
divisées S^{qz)- 

Démonstration. Quitte à soustraire e(x["'l), on peut supposer e(x["'l) = 0, pour n > 0. On 
raisonne par récurrence sur n] c'est clair pour n = 0,1. Supposons le résultat vrai pour 
m < n, alors pour N G N^^) et d°{N) := J^^c < n on a V([iV]) = Y.p+q=n i^] ^ IQ] (avec 
des P,Q Çi N^'^-*). La propriété des x^"^ vis à vis de V et la relation entre x^"^ et x^"' montre 
qu'il existe des € C tels que : 

D'après la propriété de la co-unité e, = si P ou iî = 0. Par co-commutativité, 

Op^ = a^p. Enfin V étant compatible à la graduation, Cp^ = si le poids de P + iî {i.e. 
de [P].[iî]) est différent de na. D'après la co-associativité et la formule ci-dessus pour V([A^]) 
quand d°{N) < n on a : 

V(xN) ® 1 + Y:lX'+r=n ^^"^ ^ ^^'^ ® ^'^^1 + EaHP+Q+R)<n «P+Q.kI^I ® IQ] ^ i^] 

= 1 v(xN) + E^+;+.=„ ^t^i ^ ^^'^ ® ^['^1 + Ed°(P+Q+HXn «P,Q+iî[^] ® [Q] ^ [R] 

Après remplacement de V(x["]) par son expression et simplification, on obtient : 

EdHP+Q)<n ^P,qIP] ® [Q] ® 1 + Ed°(P+Q+fi)<n (^P+Q,r[P] ® IQ] ® I^l 
= Ed°(Q+P)<n «Q,fll ® [Q] ® [R] + Ed°(P+Q+P)<n Op.Q+pI^] ® [Q] I^l 

On identifie alors les coefficients de [P] ® [Q] (8) dans les 2 membres. Pour P = 0, Q = ou 
P = 0, on retrouve des relations connues. Pour P,Q,R 0, on trouve que Op+g p = o,pQ+R- 
Sachant de plus que Opp = Opp, on en déduit que app (pour P, P 7^ 0) ne dépend que de 
P + R, on le note donc b^^j^. (On laisse au lecteur cet exercice élémentaire, mais nécessitant 
l'examen de plusieurs cas.) 

L'élément x^"''^ = x'"] — X]^o^^)^„ bg[S] est bien égal à x^"^ modulo filtration < n et, 
comme = pour pds{S) 7^ na, son poids est bien na. On a : 

Vxi"> = Ep+.=n ^'^1 ® ^''■1 + i:.o(p+R)<„ a^,p[P] [R] 

- E'/i%<n ms] C5 1 + 1 [S]) - E ftgl^'] cs) [R] 

où la dernière somme porte sur les P, P tels que P + R = S, d°{S) < n et P, P 7^ 0. Elle est 
donc égale à la seconde somme puisque àpji = b^^j^ ou selon que P et P 7^ ou non. Ainsi : 

2.8 Exponentielles tordues 

On raisonne dans pour une racine a € A"^ (ou pour a G A~) et un anneau P. 

Si X G 0o,z, a G A"*" et A G P, l'exponentielle tordue [exp]Ax = En>o -^"2;'"^ ^ n'est 
définie que modulo le choix de la suite exponentielle x^"!. 

Ses propriétés multiplicatives sont mauvaises : [exp](A -|- fi)x = En>o ('^ + est en 

général différent de [exp]Ax.[exp]/.fx. Pour A G Z il faudrait poser [expJAx = ([expjx)''* (voir 
ci-dessous pour A < 0), mais l'extension pour A G P pose problème. Pour tous x,y G 0z, 
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X,fj,(zk, [exp]{Xx) .[exp]{iJ,y) est un choix possible d'exponentielle tordue (inhomogène) pour 
Xx + iiy. 

Par contre e{[exp]Xx) = 1 et pour le coproduit V[exp]Xx = [exp]XxÇ^[exp]Xx : l'exponen- 
tielle tordue est un élément de type groupe. La co-inversion r vérifie prod o {IdÇ^r) o V = e = 
prod o (r®/d) o V. Donc {[exp]Xx).{T[exp]Xx) = 1 = {T[exp]Xx) .{[expjXx) : l'exponentielle 
tordue est inversible dans et son inverse vaut T[exp]Xx = X]„>o A^rx^"'. Bien sûr rx'"! est 
l'une des suites exponentielles associées à rx = —x, comme la suite (— l)"x["], mais elle n'est 
pas clairement liée (en général) à cette dernière. 

Pour R contenant Q, ou q € on peut considérer les exponentielles classiques exp{x) G 

qui ont d'excellentes propriétés. 



2.9 Unicité des exponentielles tordues 

1) Pour X € QaZ, cherchons s'il existe une suite exponentielle x^^^ autre que xI"!. D'après 
la démonstration de l2.7[ il suffit de se poser la question quand on change x'"^^! sans changer 
ajM pour m < n. On a alors x^"'~^^^ = xt""''^! + y avec y € l^(n+i)aZ de ffitration < n. Sachant 
que Vx["+-^] = X]p+ç=n+i -^'^^ (SixM, on a Vx'f'"^-'^^ = X]p+ç=n+i •'^^^^ <8>x'f'5'^ si et seulement si 
Vy = 2/(8)1 + 1(8)2/, autrement dit si y est primitif dans la cogèbre U, c'est à dire si y G S(n+i)aZ 
|B-Liel II § 1 n 5 cor pl3]. 

Ainsi la suite xt"' n'est unique qu'à des éléments X2 G Q2aZ, " : Xm ^ 0maZ; • • • près. Au- 
trement dit un autre choix pour [exp]x peut s'écrire [exp]'x = [exp]x.[exp\x2-[exp]x3. ■ ■ ■ .[exp]x. 

2) Pour Q racine réelle, il y a unicité puisque QmaZ = pour m > 2, on a donc toujours 
a;M = x^"^ et [exp]x = expx. Par contre il n'y a pas unicité des x^"! pour a = ou a racine 
imaginaire. On verra en 12.121 dans des cas affines les bons choix proposés par D. Mitzman. 

3) Pour X G gaZ mais en raisonnant dans Uq, on obtient qu'il existe 2/2 € 02oQ, ■ ■ ■ , Um. £ 
9maQ,-'' tels que [exp]x = exp{x) .exp{y2) ■ ■ ■ ■ .exp{ym) ■ ■ ■ ■ ■ En particulier ([exp]x)~^ = 
T[exp]x = ■■■ .exp{—ym)---- .exp{—y2).exp{—x). Si les espaces gma commutent, les expo- 
nentielles ci-dessus commutent. 

Mais l'on a naturellement [exp]Ax = exp{Xx).exp{X?'y2). ■ ■ ■ .exp{X^ym). ■ ■ ■ et non pas 
[expJAx = exp(Ax).exp(Aî/2). • • • .exp{Xym)- ■ ■ ■ (qui d'ailleurs n'est en général pas dans U^). 
Il paraît donc difficile de faire de [exp] un sous-groupe à un paramètre pour a G A*"*. 

4) Remarque : l'expression ci-dessus de [exp]x (pour x S QaZ, a G A) en terme d'ex- 
ponentielles classiques, montre que, \/n,m G N, x^"] G ^(Q(©r>i flraiQ)) ^^na et xl^Lx^™] = 

^ n + m ^ ^[n+m] jjiodulo i^Q(©r>2 flradj)- Ce n'était pas clair auparavant pour a imaginaire. 

Ainsi la base de lÂ sur Z construite en 12.61 qui est compatible avec la graduation par les 
poids dans Q, est aussi compatible avec la décomposition de lAc ou en produit tensoriel 
correspondant à la décomposition en somme directe = t) © (©oeA0o), à condition de 
regrouper une racine imaginaire et ses multiples positifs. Pour a imaginaire, cette base est 
compatible à la ffitration par les {jS)rL>N Quol)- 

2.10 Exponentielles tordues en poids nul 

On peut essayer de généraliser 12. 8l et l2.9l pour a = Oi.e. x = /iGy = [}z 
dans lÂ^ et, pour simplifier, on se place en rang 1 : Y est de base h et IÂ° 



. On travaille donc 
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On raisonne dans U^^ = Y[i>o ^ (y^ ^ pour un anneau R ; ce n'est pas le complété de 
Uj^ pour la graduation par Q ; la multiplication de se prolonge car ^ ^ ^ ^ ^ 

Ei— sî!p(p q) ^ ^ ^ ^ ■ Ainsi Z//^ est une algèbre commutative avec une comultiplication V : 

— )• U^Ç!}l/{^, mais malheureusement sans co-inversion et dépendant du choix de h (au lieu 
de —h), voir ci-dessous. 

On sait que est la bigèbre des distributions à l'origine du groupe multiplicatif OJtult. 
La bigèbre affine de ce groupe est Z[9Jîu[t] = Z[T,T~^] et la dualité entre ces 2 bigèbres est 

donnée par ^ ^ ^ -^"^ = ^ ^ (en fait ^ ^ ^ ~ h^W^ calculé en l'élément neutre) 

cf. |DG70[ II § 4 5.10]. 

Pour X €z R, on peut poser [x] = X^j>o {x—iy ^ ^ ^ € U'f^ (c'est moralement (l-|-(2; — 1))'*). 

On a bien [xjT'^ = rc" pour n > ; par contre pour n < 0, ceci n'a un sens que si x — 1 est 
nilpotent (donc x G R*). 

On a V[x] = [x] ® [x] G ■ l'élément [x] est de type groupe. 

Le prolongement naturel de r devrait donner : 

r[x] = E.>o - 1)^ E.,. (1 - ^ ( ^ ^ " ' ^ ^ ^ 

= E,>o (1 - -)nEp>o (1 - ( ^ r ' ) ^ ( ï 

Mais ce calcul n'a un sens dans que si 1 — x est nilpotent, auquel cas t[x] est bien égal 
à [x^^] = Eç>o ~ xYx~'^ ^ ^ ^ , vu le calcul ci-dessus de x~'^ = [x\T~'^. 
Les exponentielles tordues en poids nul semblent donc trop imparfaites. 



2.11 Polynômes de Mitzman 

[MÎ851 pll4-116] 

On considère des indéterminées Z = {Za)a>\ et Q. Le polynôme As(Z) est le coefficient de 

dans le développement de l'expression formelle expÇ^Z-^^ ^i^^' ^'^^^ ™ polynôme en les 
Zj à coefficients positifs dans Q. Son poids total est s si Zj est de poids j. 

On a : Ao = 1, Al = Z^, A2 = ^ + (1/2)^2, A3 = ^ + (1/2)^1^2 + (1/3)^3, • • ■ 
Cas particuliers. Pour certaines spécialisations 

in) 

si Zi = pour i >2, alors A„ = Z| , 
si Zi = Z^ pour i > 1, alors A„ = Z^, 

si Zi = fZ pour i > 1 et t Çî R, alors A„ = 

Lemme. a) nAn = Ep+q=n ^p^Q' sin>l. 
h) K{z + z:) = Ep+,=„ k,{Z)A,{Z!). 

c) An{Z_) est congru à modulo des polynômes de degré total < n — l. Pour n > l 

AsiZ_) f^'o- pc-s de terme constant. 



des indéterminées, on a : 

(^"rM-(-')"(-f)- 
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Démonstration. La première assertion résulte de la troisième ligne de la démonstration de 
|Mi85| 4.1.14] p. 115 puisque expÇ^j^^ ZjÇ,^ /j) = X]„>o A.„(Z)C". Pour la seconde assertion, 

on a E„>o An(^ + ^')C" = expÇ^.^, {Z, + Z\)^) = exp(E,>i ^.f )-e^P(E,>i ^jf ) = 

(Ep>o a;(z)c^) 

•(Sg>o Ag(^)C'^), d'où le résultat. Enfin la dernière assertion est claire. □ 



2.12 Exponentielles tordues dans les algêbres affines 

Dans une Q— algèbre de Lie graduée considérons une suite x = (xj)j>i d'éléments com- 
mutant deux à deux et de poids pds{xi) = i.pds{xi). Dans l'algèbre enveloppante on peut 
donc calculer x^"^' = A„(x) qui est de poids n.pds{xi). D'après le lemme la suite des x'^"^ 
est exponentielle. On peut donc lui associer l'exponentielle tordue {exp}x = Yln -^^""^ ~ 
exp{Y,j Xj/j) = l\j exp{xj/j). 

Revenons à la situation de 12.91 : a € A et x G Qaz- Supposons que les espaces Qa, 02a, • • ■ > 
Qia,- ■ ■ commutent deux à deux. C'est vrai dans le cas des algèbres de Kac-Moody affines 
(ou semi-simples) ; mais malheureusement ce sont essentiellement les seuls cas où cela soit 
vérifié. Pour une suite exponentielle x^^\ il existe des éléments î/j E QiaQ pour i > 2 tels 
que [exp]x = exp{x) .exp{y2) ■ ■ ■ ■ .exp{ym)- • • ■ = exp{x + y2 + • • • + Um + • • •)■ Posons xi = x, 
X2 = 2î/2r • • , Xm = Triym,' ' ' ■ On a alors [exp]x = exp(J2j^^ Xj/j). En identifiant les termes de 
poids na, on obtient x^"! = A„(x) € U. Grâce à l2.11l a on en déduit facilement par récurrence 
que Xi £ Qz, Vi ; mais les exemples ci-dessous montrent que yi = Xi/i n'est en général pas dans 

David Mitzman a calculé explicitement une base de l'algèbre enveloppante entière Us dans 
le cas affine (et pour un certain SGR S) |Mi85| 4.2.6 et 4.4.12]. Elle s'exprime comme la base de 

ES; avec /i^ = A„(/i, /i, • • • ) = (-1)" ( ) P°^^ ^ ^ et x^ = A„(x, 0, • • • ) = x^""^ pour 

X base de Qq.) a G Si a € Ajm et x € 0q. le choix de x'"! est x^"! = A„(x, X2, • • • , Xm, • • • ) 
avec des Xj G QiaL ; donc [exp]x = exp{x). nj^2 ^xp{jXj), par définition des A„. On va décrire 
ces Xj dans le cas le plus facile, cf. Le. 4.2.5 : g est simplement lacée (donc non tordue, de 
type A, D ou E). Voir aussi le corollaire 12. 31 b. 

Une algèbre de Lie g de l'un de ces types peut s'écrire comme extension centrale (avec centre 
de dimension 1) d'un produit semi-direct (avec C) d'une algèbre de lacets q' = Qi (S) C[t,t~^] 
où 01 est une algèbre de Lie simple complexe de type A, D ou E. Les racines imaginaires 
sont les multiples entiers d'une racine ô et, pour n 7^ 0, on a g„5 = f)i (8) où f)i est une 
sous-algèbre de Cartan de gi. Si /ii,--- ,h£ est une base de coracines dans f)i, l'espace QnSZ 
admet pour base BnS = {hi^n = hi ® t"^ \ i = 1, i}. Le bon choix (de Mitzman) pour (/ii,n)'^' 
est Ap{hi^n, hi^2n, ■■■ , hijn, ■■■), cf. Le. 3.9.1 et 4.2.3. 

On peut remarquer que {hi^n)^^^ = Ap(/ij (8) t", hi Cg) i^", • • • ,hi ® P", • • • ) a pour image 

(/ii)W = 1^ ^ +^ ~ ^ ^ ^t"P = ^ ~^ ^ (-t")P dans le quotient Uc{gi) <^C[t,t~'^] de 

Z^c(0') (troisième cas particulier de I2.1ip . 

L'exemple de SL2 ■ Pour le type Ai, on peut préciser encore plus. On a g' = s[2 

C[t, t~^] C Eudm^f-i] (C[i, t"^]^). Si h = diag{l, —1) € 5[2, alors, pour n ^ 0, QnSZ a pour base 
hn = La représentation naturelle de g' sur C[t, t~^Y induit un homomorphisme vr de ^/c(0') 

dans Endc[t,t-^]{C[t,t~^f) ou de z2g dans Endc({i)) (C((t))2). On a ^{h^^) = (-t")P T j = 
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rPj^ je End^^tjjiZiit))^). On en déduit que Tr{U) C End^t^t-^]iZ[t,t~^]^) et 

que, pour A dans un anneau k, 7r([exp]A/i„) = diag{u,v) E End}.(^i^{k(ltJ)'^) avec u = 
Ep=o (At")^ ( ) = 1 + Ai" + A^t^n + . . . et = E^o ("A*")^ ( ^ ) = 1 - At" = ^"i. En 
particulier TT([exp]Xhn) est bien inversible et même dans SL2{k{{t))). 

2.13 Sous-algêbres et complétions 

1) Pour a £ A,U"' = Uc{®n>i Qna)^{®n>oUna) = Uc{®n>i Qna)^U est Une sous-Z-algèbre 
de lÂ. Pour a G IA°' admet pour base sur Z les e"a \ tî G N. Pour a € Aj^ et n G N, on 
choisit une base Bna de 0noZ et des suites exponentielles x^^l pour x G 0na- D'après 12.91 4 ci- 
dessus, ces sont dans Z//" et, d'après [2.61 les [N\ = W^^^^ ^ x'^^'^^ (pour (a) = N*a C Aj^) 

= U/36(„) iV G N(^("))) forment une base de IÂ°' . On en déduit, en particulier, que lA"^ 
est une sous— Z— bigèbre co-inversible de lA. 

Si C A U {0} est un ensemble clos, = ©agif 0a est une algèbre de Lie ; l'algèbre 
engendrée par les ZY" pour a G ^' est une sous-bigèbre co-inversible de U de base les [N] 
pour avec = Uagii» Ba- L'algèbre enveloppante de est lA(c{^) = IA{'^) (8) C et 

U{'^) = Uc{^) DU. Les algèbres et gij,^ = Q^si H Qz sont stables par l'action adjointe de 

ul^). Pour ^' = A+ (resp ^' = A+ U {0}) on a = U+ (resp. ZY(^') = ®U^). On a 

U'^=U{{a)). 

Pour un anneau k, on note = ®% k et Uki"^) = U{"^) ®z k. 

2) Si ^ C A"*" est clos, l'algèbre U{^) est graduée par . On peut la graduer par le degré 
total. Sa complétion positive = na6Q+ est une sous— Z— algèbre de U~^. On peut 
de même considérer l'algèbre Uk{^) = Woi&q+ <^ k (en général différente de hl{'^) ® k) 
pour tout anneau k. 

Si ^' C A U {0} est clos, on peut considérer la complétion positive IÂ'P{^) de IA{'^) selon 
le degré total (dans Z) ; c'est une sous— Z— algèbre de = U^{A U {0}). On définit de même 
Ûli'i'). L'intersection de ÛJ^{^) avec est qK^) = (©^J° Q^k) © f)fc © iUall ôak)- Bien sÛr 
Z7|?(^') et 0fc(*) sont des sous-a(i(ÎY^(^'))-modules de 

Si est un idéal de Ù^{'^') (resp Z^fc(^')) est un idéal de z7fc(*) (resp Uk{^)). 

3) Les résultats précédents et suivants sont bien sûr encore valables si on remplace A"*" par 
A~ ou par un conjugué de A^ par un élément du groupe de Weyl W" . On peut en particulier 
définir des complétions négatives ZY"(^') (selon l'opposé du degré total). 

2.14 Modules intêgrables à plus haut poids 

Soit A un poids dominant de T5, z.e. A G = { A G X | A(a^) > , Vi G / }. Considérons 
le 05— module irréductible L{\) de plus haut poids A |Ka90| chap. 9 et 10]. Si vx est un vecteur 
non nul de poids A, L{X) est un quotient du module de Verma ^(A) = Vlcids) ®Uc{b^) '^^^ 
(dans le cas non symétrisable, on prend plutôt pour L{X) le quotient intégrable maximal de 
V{X) comme en |M88a| p28]). Le sous— ^^5— module Lz{\) = Us-'^x = .vx est une Z— forme 
de L[\) ; on peut définir L^^{X) = Lz{X)0z k, pour tout anneau k. Ces modules sont intêgrables 
au sens de |T81) et gradués par Q~{à translation près) avec des espaces de poids de dimension 
finie. En particulier on a une représentation diagonalisable de T5 dans Lz{X). 
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Il est clair que, pour tout anneau k, Lk[\) est en fait un lAg ^—module. 
On définit de même des modules intégrables à plus bas poids Lk{X) pour A G —X~^ ; ce 
sont des Z//^ ^—modules. 

3 Les groupes de Kac-Moody maximaux (à la Mathieu) 

On va étudier ci-dessous deux groupes de Kac-Moody "maximaux" dits positif et négatif 
qui contiennent le groupe minimal étudié dans la première partie. Ils se déduisent l'un de 
l'autre par l'échange de A"*" et A~ ; on va donc essentiellement se concentrer sur le groupe 
positif. Ce groupe sera noté (5^""^, les sous-groupes ou les algèbres associées seront en général 
notés avec un exposant pma ou ma+. Les analogues pour A~ seront notés avec un exposant 
nma ou ma—. 

3.1 Groupes (pro-)unipotents 

Soit ^ C A"*" un ensemble clos de racines. On considère l'algèbre U{^) de I2.13| qui ne 
dépend que de A et î' (et non de S). C'est une Z— bigèbre co-inversible, cocommutative, 
graduée par Q'^ : U{^) = ^^eN^ ^i^)a ; tous ses espaces de poids sont libres de dimension 
finie sur Z. On considère son dual restreint = ©Q,gp^,j, Z//(^)* . C'est une Z— bigèbre 

commutative et co-inversible (sa co-inversion est le dual de r encore noté r, qui est un 
isomorphisme d'algèbres) ; c'est à dire l'algèbre d'un schéma en groupe affine il^'^ que l'on 
verra comme un foncteur en groupes : pour un anneau R, iV^"'{R) = ilomz~alg{'^[^^"'], R) ■ 
On note = Pour a G A^ on note = ^J^na\n>i}^ pour a G on note 

ila = ^(a) = ^{oj. ; ° et sont des sous-schémas en groupe de , 

La définition de Z[M] = Z[lt^"] dans |M88a| p 19-21] est plus compliquée car elle ne se 
limite pas à ^ C A^. Dans notre cas le lemme 3 de Le. dit bien que Q[M] est le Q— dual 
restreint de Uq{^) et alors Z[M] (défini page 21 de Le. ) est bien le dual restreint de U{^). 

La base de IA{'^) indexée par des N G N*^^*^ expliquée en 12.131 1 fournit par dualité une 
base {Z^)n de 'L['ôJ^% indexée par les mêmes N . Comme V[A^] = ^pj^q^j^ [P] [Q], on a 

.Z^ = Z^^^ . Ainsi Z[il^"] est une algèbre de polynômes sur Z dont les indéterminées Zx 
sont indexées par les x G B^il. 

On retrouve ainsi un résultat de Olivier Mathieu |M89| lemme 2 p41]. Inversement si on 
admet ce résultat, Z[it^'^] admet comme base des monômes, son dual restreint hl{^) admet 
une base graduée qui a de bonnes propriétés pour le coproduit V. Un raisonnement analogue 
au raisonnement d'unicité de 12.91 permet alors de construire des suites exponentielles. 

Proposition 3.2. Pour ^ eomme ei-dessus et R un anneau, il^°(iî) s'identifie au sous-groupe 
multiplieatif de Ufi{^) formé des produits OxeB* [&xp]XxX, pour des Xx G R, le produit étant 
pris dans l'ordre (quelconque) choisi sur B. L'écriture d'un élément de il^"(i2) sous la forme 
d'un tel produit est unique. 

Remarques. 1) Si ^ est fini et donc formé de racines réelles, on retrouve le groupe de 
sommes formelles de |Re02| 9.2], c'est à dire l'unique schéma en groupe lisse connexe unipotent 
d'algèbre de Lie Q^^^ = ®a&^ QaZ-, cf. |T87| prop. 1 p547] et aussi 13.41 ci-dessous. Dans ce cas 
les exponentielles sont classiques et les produits sont finis. 

2) Pour a G le choix de l'élément de base Cq de Qai détermine un isomorphisme Pq, 
du groupe additif SlOc) sur Hq, donné par ^a{f) = exp^r.Ca). 
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3) Dans les produits infinis proposés et pour tout n € N, tous les facteurs sauf un nombre 
fini sont égaux à 1 modulo des termes de degré total > n. Ces produits infinis sont donc bien 
dans Ûr{^). 

Démonstration. Le iî— dual de R[H^°-] est Ur{'^). Donc it^"(iî) s'identifie à l'ensemble des 
éléments y G Ur{'^) tels que 1 = e{y) (= y(l)) et y{(p.(p') = y{(p).y[(p') pour tous (p,ip' G 
i.e. y o V* = prod o (y (g) y) ou encore Vy = y ® y. Ainsi iX^"(-R) est l'ensemble 
des éléments de IAr{^) de terme constant 1 et de type groupe. Parmi ces éléments il y a les 
produits infinis de l'énoncé. Mais iî[il^"] est une algèbre de polynômes d'indéterminées Zx, 
X G Bx^i. Par définition Zx(Wy [&^pWy) = ^x- Ainsi ces produits infinis fournissent une et 
une seule fois toutes les applications de B-i^ dans iî, donc tous les homomorphismes de 
dans R. □ 

Lemme 3.3. Soient C ^' C A"*" des sous-ensembles clos de racines. 

a) il^f est un sous-groupe fermé de il^" et est une algèbre de polynômes 
d'indéterminées indexées par B^, \ B^i. 

b) Si ^ \'^' est également clos, alors on a une décomposition unique 11^" = il^f .11^"^, . 

c) Si ^' est un idéal de ^, alors il^f est un sous-groupe distingué de il^" et on a un 
produit semi-direct si, de plus, ^ \ ^' est clos. 

d) Si'^\ ^' est réduit à une racine a, alors le quotient iV^^/iV^^ est isomorphe au groupe 
additif 2lc)t) pour a réelle et au groupe unipotent commutatif Slc)!)™'"'*^"^ pour a imaginaire. 

e) Si a, f3 £ , q + /3g^ implique a + /3 G 'I'', alors il^^/il^^ est commutatif. Le groupe 
il^"/il^°(iî) est isomorphe au groupe additif Yl^^^s^^, q/jq,. 

f) Si ^" C ^' est un autre sous-ensemble clos et si a ^' , /SG'I', a + /3GA implique 
Q + /3 G ^" , alors il^» contient le groupe de commutateurs (il^*^,!!^") 

Démonstration, a) U{^') est une sous-bigèbre co-inversible de h{{^), donc ii^f^ est un sous- 
groupe de it^". Ce sous-groupe est fermé, défini par l'annulation des indéterminées pour 
X G Byj, \ Bi^i. Pour la dernière assertion il suffit dans 13.21 d'ordonner B de façon que B-^i soit 
en dernier (à droite). 

L'assertion b) résulte aussitôt de la proposition 13.21 

c) Plaçons nous d'abord sur C (ou un anneau contenant Q). On peut alors remplacer dans 
I3.2l les exponentielles tordues par les exponentielles habituelles. Des calculs classiques montrent 
alors que il^^f (C) est distingué dans ilî^"(C). En fait il est clair que ilî^"(C) ou il^f (C) est le 
groupe introduit dans |Ku02| 6.1.1] presque sous le même nom et on peut donc faire référence 
à |Kun2l 6.1.2]. Le normalisateur de il^f dans il^'' est fermé dans 11^^" |DC7ni II § 1 3.6b]. 
Comme Z[il^'^] est une algèbre de polynômes et que l'on vient de voir que ce normalisateur 
est égal à il^" sur C, il en est de même sur Z. 

d) Ordonnons de manière que Ba soit en premier. Alors, d'après [2. 61 et |3^ un élément 
de \X^"'[R) s'écrit de manière unique sous la forme (n^sBa [^xp\\xx)z avec des A^; G -R et 
z G il^f {R) . Soit O = { na GA|n>2}c^' (vide si a est réelle) ; il reste à montrer que 
(Hx [6^P]-^a:^)-(nx {^^P]^'x^) — Y\x [^xp\{^x + A!^)x (modulo iXQ"(iî)). Mais on a vu dans la 
remarque 12.91 4 que, pour x,y £ Ba, xt"!,?/'"] G Z//" (ces éléments commutent donc modulo 

U{Q)), et que xl^l.xl™] _ ^n-\- m \^ ^[n+m] j^odulo U{Q). Le résultat est alors clair. 

e) Il est clair que les éléments de IA^{^) commutent modulo l'idéal IA^{^'). Vus 13.21 et les 
bonnes propriétés de la base des \N] (|2.9I 4). il^'^(i2)/ilî^"(iî) est commutatif isomorphe au 
produit direct des groupes il^'^(/î)/il"^"^|^|(/î) pour a G ^' \ 
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f) Comme en c) on a le résultat sur C. Le centralisateur de iX^f^/iX^jj dans il^^/il^/? est 
donc égal à sur C. Mais ce centralisateur est fermé dans H'^'^/ii'^^ |DG70[ II § 1 3.6c]. 

Comme Z[ilî^"/il^"] est un anneau de polynômes, ce centralisateur est égal à ii^"'/il^ff. □ 



3.4 Filtrations de il^" 

Soient ^ un sous-ensemble clos de A"*" et n le plus petit des degrés totaux {deg{a) = ^ nj) 
des a = ^ niai G ^ . Choisissons a € ^' de degré total n, alors = ^ \ {a} est un idéal de 
^. Ainsi il^f est un sous-groupe distingué de ilj^" et le quotient 11^*^/11^^" est isomorphe au 
groupe additif 2tî)£) ou à on a un produit semi-direct. 

Ce procédé fournit une numérotation de ^ par N (ou un intervalle [0, A'^] de N) : ^' = {/Jj}. 
Pour n € N, on note ^„ = { A | i > ra}. D'après le lemme [3?3l le groupe H^^"^ est distingué 
dans il^'^ et HÎJ?;;'/!!^;^^^ est isomorphe à ^-^^^^HM , La proposition EJ montre que 'd'"^" est 
limite projective des Ainsi il^"^ est un groupe pro-unipotent (ou même unipotent 

si ^ est fini). 

Pour d € N, notons ^{d) l'ensemble des racines de ^ de degré total > d. Alors les il!^"^) sont 
distingués dans iX"^" et il™("^^/il^|*^_^^^(iî') est isomorphe au groupe additif ®a(L^(^d)\^{d+i) 
Le groupe it^''(iî) est hmite projective des it^^/il^^^^Jiî). 



3.5 Groupes de Borel et paraboliques minimaux 

Le groupe de Borel ÎS^"''' est par définition le produit semi-direct >< pour l'action 

suivante de %s sur il™""''. Pour un anneau iî, %s{R) ^-git sur UgR^ par des automorphismes 
de bigèbre : sur UsaR, l'action Ad{t) de t € %s{R) est la multiplication par a{t) € R*. On 
en déduit aussitôt l'action sur il™"~'"(iî) : Int{t).[exp]Xx = [exp]a{t)Xx si x G QaR- H est clair 
que les groupes il^"^ de 13.31 sont stables par l'action de T5. 

Si a = ttj est une racine simple on a = >< On définit comme ci-dessus 

il-a avec Z[iI_Q-] dans le dual de Uc{Q-a) H Vlg et isomorphe à 2109 par p_Q, : 2lî)c) — )■ il_Q,, 
p_Q,(r) = exp{rfa). O. Mathieu définit un schéma en groupe affine parabolique minimal 
ç^pma _ i^p^o, (^QQy^iQj^g^y^i QS^""'' et assoclé à A+UjO, —a}) et un sous-groupe fermé 21^ = 
(associé à {0, ±a}) ; il montre que qj^"*" = 21^ K !^A+\{a} l^^^^^l lemme 8 p26]. 

Le schéma en groupe 21^ contient les sous-groupes fermés T5, iia et il_Q,, plus précisément 
Z[2l^] est contenu dans le dual de Us n Uic{ga <8) f) ^ Q~a) et sa restriction à Us H Uic{Q±a) 
(resp. nZ//c(^))) est Z[U±q,] (resp. Z[T5]). Il est clair {cf. e.g. [l.c. lemme 7.2]) que 21^ est le 
groupe réductif de SGR ( (2), Y, a, oi^) il agit sur et est isogène au produit de SL2 par un 
tore déployé. 

L'élément Si = pQ,(l).î:_Q,(l).3:a(l) de 21q(Z) normalise %s^ vérifie 3| = a^(— 1) G '^^(Z) 
et échange fc, ; il agit sur qi comme s* {cf. 11.4p . Enfin la double classe (grosse cellule) 
Ci = .'si.%^°'~^ de fp^™'^ est un ouvert dense et se décompose de manière unique sous la 

forme ^ = ^a^.Si.^T^ = Si.il_,,.*B™"+. 

Remarque. Mathieu se place dans le cas d'un SGR S libre, colibre, sans cotorsion et de 
dimension 2|/| — rang{A). Bien sûr ces hypothèses sont inutiles pour la plupart de ses résultats 
(c'est particulièrement clair pour la dernière). On se placera cependant dans ce cadre (depuis 
l'alinéa précédent) jusqu'à la fin de ce paragraphe où on examinera la généralisation grâce aux 
résultats de ll.3l 
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On abandonne en général dans la suite (et jusqu'en 3.17) l'indice S et on abrège parfois 

çgma+ «ppma ^j.^ ^.^ ^^^^ 

3.6 La construction de Mathieu 

cf. |M88il XVIII § 2], |M88b) . |M89l I et II] 

On considère des schémas sur Z, même si on n'aura essentiellement besoin de raisonner 
que sur des (sous-anneaux de) corps, éventuellement de caractéristique positive. 

Soient w G W^' et û; = . • • • .Sj^ une décomposition réduite de w. On considère le schéma 
^{w) = x"» • • • x*^ <Pi„ et le schéma de Demazure D{w) = (£(û;)/*B. 

Le schéma 5S(w) est l'affinisé de ^{w), c'est à dire S'pec(Z[Ê('û;)]), il ne dépend que de w 
p89l p 40, 1 -15 à -1]. En particulier 'B(si) = ^i. 

Si w' < w (pour l'ordre de Bruhat-Chevalley) , il existe une décomposition réduite w' de 
w' extraite de w. Si dans l'écriture de <E{w), on remplace par *B les correspondant à des 
Si. absents de w', on obtient un sous-schéma fermé de <B{w) clairement isomorphe à <£-{w'). 
L'immersion fermée <ê{'w') £({?) induit un morphisme ^{w') — >■ ^{w) entre les afïinisés ; 
c'est aussi une immersion fermée, indépendante des choix de w et w' |M88a| bas de page 255]. 

On a donc un système inductif de schémas VB(w) et on note (5?"^" le ind-schéma limite 
inductive de ce système ; c'est le groupe de Kac-Moody positivement maximal associé à S. 
Chaque morphisme 5S(w) est une immersion fermée. On verra essentiellement 0^™-° 

comme un foncteur sur la catégorie des anneaux : <S'^^"'{R) = lirn^(w){R). 



En fait est un ind-schéma en groupe : pour des décompositions réduites w = 

Sii - ■ ■ ■ -Si^ et w' = Sjj. ■ ■ ■ -Sj^, il existe un morphisme naturel de *Pj^ x • • • x ^Pj,^ x x 
• ■ ■ X dans ^{'ip{w, w')) pour un certain 'ip{w, w') < w.w' |M89| p 41 et 45]. Ce morphisme 
se factorise donc par ^{w) x *B(w;'). Ceci permet de définir la multiplication dans &p^"-. La 
définition de l'inversion est claire. Pour cette structure de groupe le composé x • • • x ^ii^ — > 
^(w) — > ^{w) ^ est simplement la multiplication. 

3.7 Modules à plus haut poids et représentation adjointe 

1) Pour A G X~^, on a défini en 12.141 un Us— module à plus haut poids Lz{X) qui est 
intégrable, donc un T5— module. Pour un anneau k le module Lfc(A) est stable par ZY^^ donc 
par ii"^°'~^{k). On obtient ainsi une représentation de 53™'""'' dans Li{\). L'intégrabilité de 
-Lz(A) |T81) montre en fait que -Lz(A) est un 2tj— module donc aussi un module (Vz € /). 
Ce module est "localement fini", plus précisément pour tout sous— Z— module M de rang fini 
de Lz{X), il existe un sous— Z— module facteur direct de rang fini M' de Li{X) contenant 
M, tel que M' ® k soit un 'Pj(A;)— module pour tout anneau k. On en déduit aussitôt un 
morphisme de ^{w) dans &2,{Li{\)), \lw € W . On obtient ainsi une représentation de ©p™'^ 
dans 0£(Lz(A)). 

2) Soit M = Li{\) le module à plus haut poids précédent : M = ®y^Q+ Mx-y. Pour un 
anneau fc, on définit le complété négatif de M ®k : MJ} = Y\j^i^q+ M\-y ® k. Il est clair 
que est un i^^— module gradué; en particulier c'est un U'""~( A;)— module. 

3) Pour un anneau /c, l'action adjointe ad de l'algèbre sur elle même (|2.1I 5) induit 
une action, dite adjointe et notée Ad, du groupe 11"*°"'" (A;) C lA^ sur lÂ^. L'action de l-sik) 
est définie par les poids, d'où la représentation adjointe Ad de *B"^"~''(A;) sur Uj^. Cette action 
stabilise évidemment et . 
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Pour a€^,r&ketuGÛP, Adi^a{r)){u) = En>o He^^^).r^u = J2p,q>o el^lr^u.e'iK 

3.8 Le cas classique 

Supposons la matrice A de Cartan z.e. A = $ fini et fini. Soit © le groupe réductif 
déployé sur Z de SGR 5 ; d'après l'hypothèse de Mathieu il est semi-simple simplement 
connexe. Le groupe 25^'^''' = K est le sous-groupe de Borel 53 de 6 {cf. 13.21 1) 

et *Pq7^" = 21^. IX } ™ sous-groupe parabolique minimal de Ô5. 

Pour une décomposition réduite -û; = Sj^. • • • .Si^ dans W", le produit définit un morphisme 
TT : = ^Qj^ x*^ ••• X® ^Oi^ ^- Si on restreint vr aux grosses cellules, on obtient 

un isomorphisme de Q{w) = (tij x® ••• x® sur son image Hq.^ .ïjj . • • • .11^;^ -ïi^-^S = 



»2 



Si = îwq est l'élément de plus grande longueur de W^, cette image est un ouvert dense : la 

grosse cellule de &. On a donc la suite de morphismes : ^^(t/;^) ^ ^ - *2;(û^o) ~ ^ ® avec 

i et TT o i des immersions ouvertes. De plus l'image C(Ô5) de vr o i rencontre toutes les fibres 
©Fp de pour p premier. 

Proposition 3.9. Dans ces conditions vr identifie Z[©] à ^[^(îyo)]- Ainsi (Ô s'identifie à 
^{wq) lui même égal à ©p™*^. 

N.B. Si w ^ wq, ou. trouve de la même manière que 53 (u)) est la sous- variété de Schubert 
de & associée à w (au moins sur C). 

Démonstration. Regardons d'abord sur C. Comme est un groupe affine, vr se factorise par 
5S(û;o). On a donc la suite de morphismes : 

Ce composé est une immersion ouverte d'image dense. Pour les algèbres de fonctions, comme 
i est d'image dense i* est injectif et Aff* est l'identité par définition. Donc {Aff o i)* est 
injectif et Aff o i est dominant. Ainsi l'image de Aff o i contient un ouvert dense il' de 
5S('û;o)(C). Soit 7 S Kervr, H îl' 7^ 0, il existe donc g', g" G 0' tels que 7*7' = g", ainsi 
TT{g') = 'K{g"). Mais vf o Af f o i est injectif, on en déduit que g' = g'\ 7 = 1 z.e. vf est injectif. 
Ainsi est un sous-groupe de <Ô contenant un ouvert dense : on a ©î""*^ = ©. 

On a le diagramme : Z[^{wo)] ^J—^ '^[<^{wq)] Z[(S] 



Les flèches horizontales sont injectives car i* et (vr o i)* le sont. Le schéma ^{wq) est 
produit de groupes additifs et multiplicatifs, la flèche verticale de gauche est donc injective. 
Ainsi toutes les flèches sont injectives. 

Pour montrer que Z[(£(û;o)] = vr*Z[6] il suffit donc de montrer que Z[J7(û;o)]nC[©] = Z[0]. 
Ceci est clairement vrai si on remplace Z par Q. Donc si ce n'est pas vrai pour Z, il existe n > 2 
et 99 G Z[0(û;o)] n Q[0] tels que (p ^ Z[C5] mais mp € Z[0]. Soit p un diviseur premier de n ; 
quitte à modifier ip on peut supposer n = p. Mais alors pîp est une fonction non identiquement 
nulle sur (5^^ alors qu'elle est nulle sur Ç}{wo)f^. C'est absurde car Q{wo)fj^ est un ouvert 
dense de ©Fp- D 
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3.10 Application au cas non classique 

Soit J C /. On note A(J) = A n (©igjZoi), A±(J) = A(J) n A±, A^^ = A± \ A±(J), 
11"^»+ (J) = et 117'^+ = il^î. D'après on a il+ = 11"^"+ (J) x 117'^+. 

Supposons J de type fini et notons &{J) le groupe réductif déployé sur Z de SGR 5(J) = 
{A\j, Y, (aj)jgj, (Q;^)jgj). Il est clair que son groupe unipotent maximal positif est J) =: 

il"'"(J) et son sous-groupe de Borel positif 53'*' (J) = Ty x il+(J). Enfin, pour j S J, son 
parabolique minimal associé à j est *Pj(J) = 2lj x ilA+(J)\{j}' vérifie = ^j(J) x il™""*". 

Le groupe de Weyl (fini) W^ÇJ) = (sj | î € J) C VF'' admet un élément de plus grande 
longueur Wq. 

Corollaire, ^{wq) est isomorphe au sous-groupe parabolique ^(J) = Ô5(J) tKiXJ'"''^ de (gP""^. 

Remarque. Si J n'est pas forcément de type fini, la démonstration ci-dessous prouve que 
le ind-schéma en groupe limite inductive des ^{w) pour w S W^{J) est le sous-groupe 
parabolique *P( J) = J) x il™ produit semi-direct par it^"+ du groupe de Kac-Moody 

Démonstration. On a (B^wq) = ^Pji x'S""'^ ^3^, x®'"''^ • • • x®""'^ = *Pj,(J) x 117'^+ et 

55ma+ ^ sB+(j) X On en déduit facilement que (B{wo) = <Pji(J) x'»"^('^) «Pj2(J) x®'^^-^) 

••• x®^^"') VjniJ) ^ 11™°^^, et, comme l'affinisé d'un produit est le produit des affinisés, 
«B(w;^) = (5(J) xiiy'^+. □ 

3.11 Sous-groupes radiciels négatifs 

On a défini Hq et : SlOt) — )■ Hq pour a G '^"'^ (en 13.21 2) ou pour —a = ai simple (en 13. 5p . 

Pour i G /, Si = f„,(l).p_«, (!).?„, (1) G 21^^ (Z) C q}gr(Z) C 6P™«(Z) est un élément du 
normalisateur dans ©P*"" de Ty ; il induit sur Ty la réflexion Sj. De plus Sj agit sur comme 
s* fcf. [LU et 13^13). 

Si a G $ et Cq est une base de Qa^^ il existe w G W" tel que w~^a = aj est une racine 
simple. On considère une décomposition w = Si-^^. ■ ■ ■ .5^,^, W = Si^^. ■ ■ ■ .Si^ et on a = w{eej) 
avec e = ±1. On pose alors Hq, = w.iia et yQ(r) = lïï.pa . (er).ï(J~^, pour r dans un anneau 

R. 

Lemme. Ces définitions de il^ et j:^ ne dépendent que de a et Cq, (et non des autres choix 
effectués). Pour a G (ou —a simple) elles coïncident avec celles de \3. 1{ COI ou [X5l 

Démonstration. Supposons que Cq, = Sj^.-- - ■'si„{eeaj) = Sj'^.-- - .'sii^{e' ea.i)^ donc ea^, = 
îïJ(ee'eci ) pour w = 's~,^ . ■ ■ ■ .s^^-Sj, .ïj . On doit montrer que la{f) est conjugué de 
Pq,^, (ee'r) par w. Mais on sait que les s* = Si vérifient les relations de tresse ( |T87| (d) 
p551] ou calcul classique dans le groupe réductif (3{{i,j}) quand SiSj est d'ordre fini), que 
= (—1) G 'îy(Z) et on connaît les relations de commutation entre les Sj et les éléments 
du tore. Ainsi, pour toute expression réduite w = sj^^. ■ ■ ■ .Sj^ de w = Si'^^^. ■ ■ ■ .Sj'^.Sj^. • • • .Sj^, 
on peut réduire l'expression ci-dessus de w sous la forme w = 'sj^^. ■ ■ ■ -Sj^-t avec t G 'îy(Z). 

Il suffit donc de montrer que si w{aj) = aji, il existe une décomposition réduite w = 
Sj^.--- .Sj^ de w pour laquelle un w comme ci-dessus vérifie la relation Ca., = we"eaj et 
la., (r) = w.ia.{e"r).w~'^. D'après |T87| 3.3.1] ou, pour un énoncé plus précis |He9H 2.17 p85], 
on est ramené à l'un des deux cas suivants : ji, - ■ ■ ,jp G {j,j'} = J de type fini ou j = j' et 
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ji) ■ ■ ■ î Jp £ {jii"} = de type fini. Tout se passe alors dans le groupe réductif C5(J) et le 
résultat est connu. 

Si —a est simple, la coïncidence des deux définitions de Pq, et 11^ est claire. Si a € , il 
existe une suite ii, - ■ ■ ,in & I telle que Si,^. • • • .Sj^a est une racine simple et \/j Si-. - ■ ■ .Sj^a € 
Pour vérifier la coïncidence des deux définitions de fa et Hq, on doit vérifier que, si i £ I, 
a G (3 = Sia G et = SiCCa, alors exp{rep) = Si.exp{erea) ■s~^ ; c'est la définition 
précise du produit semi-direct f^P"^"- = f^Y x de 13.51 □ 

3.12 Comparaison avec le groupe à la Tits 

On a défini en ll.GI le groupe de Kac-Moody minimal & = ©5. On choisit toujours S comme 
à la remarque 13.51 et on prend les e^, fa de 11.41 dans la base B de 12.61 

Pour un anneau k, les générateurs de (Ô{k) sont les ^^(r), aG<î*, rG/cettG Ty(A:), on 
les envoie sur les éléments de même nom dans ©^"^"(A;). 

Proposition. On obtient ainsi un homomorphisme de Joncteurs en groupes i : (Ô (gp^'^_ 

Démonstration. Il s'agit de vérifier les relations (KMT3) à (KMT7) dans &P"^"'{k). La relation 
(KMT3) espérée entre Pa(r) et p^(r') provient de la relation constatée entre exp{adrea) et 
exp{adr' ep) dans Aut(g^). Comme {a,/3} est une paire prénilpotente, il existe ^ finie close 
dans $ contenant a et /3. D'après 13.111 on peut supposer ^ C . D'après la remarque 13.21 1 
cette relation est en fait constatée dans il^"^, d'où le résultat. 

Les relations (KMT4) à (KMT6) n'impliquent que des éléments du groupe réductif de rang 
1 21^, elles sont trivialement satisfaites. 

Enfin (KMT7) est clair d'après lÏÏTTI □ 

Remarques. 1) L 'homomorphisme i envoie aussi sur l'élément de même nom de ©^'""(Z) 
(pour a racine simple). L'image de 91 est donc engendrée par T5 et les pour a racine 
simple. Par construction i est un isomorphisme sur T5 et 5^^ . • • • .îj^ 7^ 1 si la décomposition 
^n - ■ ■ ■ est réduite (second alinéa de 13. 8p . Donc i est un isomorphisme de 91 sur i(9l) (que 
l'on note encore 91). 

2) En conjuguant par un élément n de 9t(Z) tel que '"u[n) = w & W", on trouve dans 
^pma sous-groupe analogue à 11"^"+ mais associé à wA~^. Ainsi ©P™-'^ ne dépend pas du 
choix de A"*" dans sa classe de VF''— conjugaison. Par contre l'algèbre dépend a priori de ce 
choix et si on change A+ en A~, le groupe obtenu 0"""^ est différent. 

3) L 'homomorphisme i induit un isomorphisme du groupe Hq, sur le sous-groupe de même 
nom de ©P™-" : c'est clair par définition pour a G on s'y ramène pour a G <ï>~ grâce à 

mu 

Proposition 3.13. Si k est un corps, alors ik est injectif. 

N.B. Si k est un corps, on notera souvent avec la lettre romaine correspondante l'ensemble 
des points sur k d'un schéma. La proposition nous permet donc d'identifier G = ©(/c) à un 
sous-groupe de GP"""" = ©î""'^(A;). 

Démonstration. D'après |Re02| prop. 8.4.1] G est muni d'une donnée radicielle jumelée entière 
et donc d'un système de Tits (G,B~^,N,S) avec DN = T. Alors .Ker{i) est un sous- 
groupe parabolique de G, mais par construction il ne peut contenir aucun U-a pour a simple, 
donc B'^ .Ker{i) = B'^ et Ker(i) est contenu dans B'^ et tous ses conjugués. D'après |Re02| 
1.5.4 et 1.2.3.v], l'intersection de tous ces conjugués est réduite à T. Mais par construction i|r 
est injectif, d'où le résultat. □ 
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3.14 Comparaison des représentations 

1) On a vu en 13.71 3 que, pour un anneau k, est un *B™'"'''(A;)— module. D'après 12.11 4 la 
restriction à *B"^(A;) de cette représentation stabilise Uk (et g^) et y induit la même représen- 
tation que la représentation adjointe de &{k). 

2) Pour A € X~^, on a construit en 13.71 1 le module à plus haut poids M = L{\) pour 
(gpma Y\ est clair que la restriction à (5 (via i) de cette représentation est la représentation 
classique à plus haut poids de (5. 

3) En 13.71 2 on a construit une représentation de sur le complété négatif de 
M. Il est clair que la restriction à il~ (via ï) de cette représentation est le complété de la 
représentation de ci-dessus (restreinte à 

Proposition 3.15. Soit w = si^. ■ ■ ■ .Si^ une décomposition réduite de w € W" et fi : ^{w) : = 
*Pq,.^ X • • • X ^ai^ ^{w) le morphisme de multiplication. Si k est un corps, alors ji^ est 
surjectif. 

Démonstration. Il faut revenir un peu sur les définitions de l3.6l Le groupe (^sg^a+^m-i g^g-|. 
^{w) par (6i, • • • , 

"m— 1 )-{Pl,--- ,Pm) = (Pl i'i ) ^iP2^2 ! ■ ■ ■ î bm-iPm) et <ê{w) est le quotient 
schématique; on note vr le morphisme de passage au quotient. Le schéma ^(w) est l'afîinisé 
de ^{w), on note i' : <B{w) — )> ^{w) le morphisme naturel. On a donc ^ = v o tï. On se place 
maintenant sur le corps k (sans forcément le noter dans les noms). 

Soit A S X"*" un poids dominant entier régulier et L{X) la représentation intégrable de 
plus haut poids A {cf. |M88a| p246] ou I3.7l ci-dessus) ; les groupes *B'""+ et *Pj agissent dessus. 
On choisit un vecteur de plus haut poids e\ ; pour w € , Cyjx = we\ G L(A)^a est défini 
au signe près et le sous-espace vectoriel Ey}[X) = .e^x est de dimension finie. De plus 
Et,(X) C Ey^{\) si V < w pour l'ordre de Bruhat-Chevalley, mais si v < w, E^{\) a une 
composante nulle sur ke^x- On note l'adhérence de ^"^""^ {k).keu]X dans Ey^{X) ; c'est une 
sous-variété affine fermée de E^{X). On a = ^{w){k).kex il contient donc Ti^ si v < w {cf. 
|M88al p64] formulé en caractéristique 0, mais qui se généralise). Ainsi : — \ U„^^ S^, 
contient l'ouvert de défini par la non nullité de la coordonnée sur e^x- 

On a un morphisme ^ de ^{w) dans donné par la "formule naïve" C(Pir'' ^Pm) = 
Pi.p2---- -Pm-^x, il se factorise en un morphisme r] de (B{w) dans {cf. |M88a| p65, 66] 
en caractéristique 0) puis, connue X]^ 6st affine et ly une affinisation, en un morphisme 
If) — y simplement donné par l'action de 5S(îf) C (5^™''' sur ex c/. 13.71 1. On a 
donc le diagramme : 

C : d{w) ^{w) 

Si V < w, il existe une décomposition réduite -ù de î; "extraite" de w. Le sous-schéma fermé 
de ^{w) formé des éléments dont le j-ème facteur est 1 si Si- est omis dans v est isomorphe à 
d{v)- On obtient ainsi un diagramme dont toutes les flèches verticales sont injectives : 

d{w) :=^^ï(^7^ ^{w) — ^ 
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On note (t{w) = 5S(îu)\|J^^^ *B(u) qui contient ^ -^(S^). Par récurrence il suffit de montrer 
que ^{^{w)) D €{w). 

On note ^'^{w) = x • • • x ouvert de ^{"w) saturé pour le quotient par 
Mais Ci - = !B™'"^.,Sî^. .55™'""'" = ilj^, .Sj^. .fB'""^ et cette dernière décomposition est unique. Donc 
^ii-Sii X • • • xili„j.Si^.*B"*""'" est un système de représentants de <â'^{w) := (w) / {''B"^'^^ )"^~^ = 
7r(5^'=(w)) et («B'»«+)'»-i agit librement sur Ainsi (B^iw) ~ il^,^ x • • • x x «B™"+ est 

un ouvert affine de ^(w). 

D'autre part ({m^.Si^, ■ ■ ■ ,Ui^-Si^-b) = Si^.--- .Si^.u[.--- .u'^bex avec u'j G pour 
/3j = Sj^. • • • .Si .{ai.) € En particulier la coordonnée de cet élément sur Cy^x est non nulle ; 
il appartient donc à : on a Qi^^iw)) = r]{€''{w)) C ; donc ^i{^''{w)) C C ^{w). 

Le complémentaire de ^'^{w) est réunion de sous-schémas fermés obtenus en remplaçant 
dans l'un des facteurs par 55™'^"'", ce qui, dans l'image par vr revient à supprimer ce 

facteur. Alors le processus de multiplication décrit dans |M89| p45] montre que l'image par ^ 
de ce sous-schéma fermé est dans un %{v) pour v < w. Ainsi ^'^{w) D fi~^{€{w)) et finalement 
^'^(w) = fi-^{(C{w)). De plus TTi^^iw)) = lâ^iw). Donc (â'^iw) = 1^-^ {(t{w)) . 

Soit ^{w)f un ouvert principal de ^(w) contenu dans <L{w). Alors v^^(^[w) f) = 
'^{w)foy = C;'^({(;)jo!/) ouvert principal donc affine de £'^(-5;). On a donc A;[5S(t(;)j] = A;[2S(i(;)] [/^"^] 
= k[(E{w)][{f o c A:[e^({5)][(/ o z^)-i] = k[it%w)fou] = k[(t{w)fou]- Mais (t{w) est 

réunion de 2™ ouverts affines (démonstration par récurrence selon l'esquisse des pages 54, 
55 de |M88a) ^ : donc k[<B{w)fou\ C k[(t{w)\[{f o v)-'^]. Ainsi k[^{w)f] = k[(t{w)fov\- Cela 
prouve que v induit un isomorphisme de v~^{^{w) f) sur '^{w)f et donc aussi de = 
u~^{^{w)) sur ^{w). On sait de plus que vr induit un isomorphisme du sous-schéma fermé 
ilj^.Sjj x • • • X de 5(û5) sur ^'^(û;). Donc vr/c est surjectif. □ 

3.16 Structure de BA^— paire raffinée sur 0?""" 

On note il"*" (resp. il"") le sous-foncteur en groupe de ©f™-'^ engendré par les sous-groupes 
ita pour a G (resp. a € ; il s'identifie via i (au moins sur un corps) avec le sous-groupe 
de même nom de 0. On a il"'" C il™""*". On rappelle que S = {si | î € /} est le système de 
générateurs de W" et que 9Î est l'image par i du groupe de même nom de (5 (remarque 13.121 1). 

Proposition. Si k est un corps, le sextuplet {GP"^"", N,U"^"'~^ ,U~ ,T, S) est une BN— paire 
raffinée (refined Tits System). 

Remarque. On a donc (c/. e.g. |Rin2l 1.2]) un système de Tits (G?""", B'^''+ = TU"'''+,N, S), 
une décomposition de Bruhat G^"^"" = \JneN ^'^''^^"^"''^ ~ UneA^ ^^^^ décom- 

position de Birkhoff GP""" = UneN U~nU"^''+ et U' D NU"""-^ = Nn U""'+ = {1}. 

Démonstration. Vérifions les axiomes de |KP85| . voir aussi |Re02| . 

(RTl) : le groupe G^^"" admet bien A^, U"^"-+ ^ JJ^ et T comme sous-groupes. Le groupe 
T normalise les Ua {ot S <!?) donc aussi U~ et [/""^+^ il est distingué dans N et N/T = W" 
est engendré par les éléments de S qui sont d'ordre 2. Par construction C?""" est réunion des 
B{w) qui sont engendrés par des sous-groupes Pi (d'après 13.15p . On a vu que Pi est engendré 
par U-a^ = Si.Ua^.s'^ et B"^''+ = TU"""-^ . Donc GP""" est engendré par A^ et [7'"'^+. 

(RT2) Pour s = Si (z S, Us = U^"''^ \^sU~ s est dans G qui est muni d'une donnée radicielle 
jumelée (G, {Ua)a&^,T) |Re02| prop 8.4.1] et d'après le théorème 1.5.4 de Le. on a [7^. = C/q-. 
Un résultat classique dans le groupe Ai donne donc (RT2a) ; tandis que (RT2b) est clair. Enfin 
(RT2c) résulte de 13.31 (voir aussi [375]) . 
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(RT3) Soient u ÇîU Çî jjma+ et n G tels que u nu^ = 1. Alors n et u sont dans G 
ainsi donc que u^. On déduit de l'axiome (RT3) dans G |Re02| 1.5.4] que u~ = = n = 1. □ 

Corollaire 3.17. Si k est un corps, U+ = ii+{k) = 6(A:) nil'"''+(A;) et B+ = QS+(/c) = 
©(/c) n5S™"+(A;). 

Remarque. Le sextuplet {G, N,U^ ,U~ ,T, S) est aussi une i?A^— paire raffinée (|1.6I 5 et 
|Rin2l 1.5.4]). 

Démonstration. On a deux systèmes de Tits (GP™'', 5™"^+, iV, 5) et {G,B+,N,S), c/. [L6l5. 
Donc GP""" = UweW-B"'''^wB""'+ et G = Uwew- ^^'^^^ ■ Comme B+ C B""'+ , on a 
^ma+ n G = B+. Mais B""'+ = T x U""'+ et B+ = T k U+ donc B+ n U""'+ = U+ . □ 

Corollaire 3.18. Si k est un corps, l'injection i induit un isomorphisme simplicial &{k) — équi- 
variant de l'immeuble J^^ associé à sur k sur l'immeuble J^^ associé au système de Tits 
^Qpma^ j^ma+ ^ g-^^ piy^g précisément ces deux immeubles ont les mêmes facettes et les appar- 
tements de J^^ sont des appartements de J''^, mais, en général, a plus d'appartements. 

Démonstration. Les appartements sont isomorphes car associés au même groupe A^. D'après 
I3.17I G/.B+ s'injecte dans QP-m-a ^ j^ma+ ^ ^i^^ injection ^ Mais, par construction, 
si a est simple, c'est le même groupe Ua qui est transitif sur les chambres (de J^^ ou 
Sq— adjacentes à la chambre fondamentale CJ (associée à B'^), ce sont donc les mêmes 
chambres. Par récurrence sur la longueur de galeries, on en déduit que J^^ = J^^. □ 

3.19 Changement de SGR 

1) On a décrit ci-dessus le groupe à la Mathieu <Ô^'^ associé à un SGR S libre, colibre, 
sans cotorsion et vérifiant de plus une certaine condition de dimension (c/. 13.5p . U est clair 
que cette condition n'intervient pas dans les constructions de Mathieu, on peut donc s'en 
affranchir. On a d'ailleurs vu en 11.31 que si S est libre, colibre, sans cotorsion il est extension 
semi-directe d'un SGR 5™^"* vérifiant de plus cette condition de dimension. On en a déduit 
en ll.lll que ©5 est produit semi-direct de (Ô^mat par un tore Ti. De même est produit 
semi-direct de &^^t par ce tore Ti. Ces décompositions en produit semi-direct proviennent 
de la même décomposition = î^mat x Ti et sont donc compatibles avec les morphismes de 
foncteurs i de 13.121 

2) Soit S un SGR quelconque. D'après 11.31 il existe une extension centrale torique S^^ de 
S et une extension semi-directe 5^^^ de S'^'^ qui est libre, colibre et sans cotorsion. D'après les 
corollaires 11.111 et 11.121 <Ôs est quotient de &ssc par un sous-tore central T2 de T^sc et & gsce 
est produit semi-direct de ©^sc par un sous-tore T3 de T^s^. Inversement <Ôssc est le noyau 
d'un homomorphisme 6 de &g3ci sur T3. 

L'homomorphisme 9 s'étend au groupe (construit ci-dessus) : on prend 6 trivial sur 

•^^s^é") on connaît 9 sur 1.gsci et les groupes Slj de 13. 5| donc 6 est défini sur ^S™'^^ et les 
paraboliques ; son extension à découle alors de la construction de 13.61 On définit 

donc comme le noyau de 0. Enfin est le quotient (comme foncteur en groupe) de 

<S^^ par le tore 1.2- 

On a ainsi défini e^'"" et un morphisme de foncteurs ig : &s — > &i pour tout SGR S. 
Si S est libre, colibre et sans cotorsion on a ainsi deux définitions de 0^™". Mais alors, 
d'après [1.31 ll.lll et I1.12| l3ssc est produit direct de (Ôg par T2 et &gsce produit semi-direct de 
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par T3. Il est clair que ^S^f" et <3^^ comme définis en 1) s'écrivent de la même manière 
comme produit semi-direct. D'où l'identification avec les groupes définis comme ci-dessus. 

3) Fonctorialité. La construction de Mathieu est clairement fonctorielle en S pour les SGR 
libres, colibres, sans cotorsion et les extensions commutatives de SGR. On a remarqué en ll.31 1 
que les constructions S et S'^'^ 1— >■ S'^'^^ sont fonctorielles. Une extension commutative 

(f : S S:^ définit donc un morpliisme de foncteurs en groupes Ô^*^" — > Ce morphisme 

est compatible avec les homomorpliismes 6 sur les tores T3 correspondants, il induit donc un 
morphisme 0^™'^ ^^f". Ce dernier morphisme échange les tores T2 correspondants, ce qui 
donne le morphisme 0^""^ : 0^"^" (S-^"" cherché. 

Le groupe 0^""* est donc fonctoriel en S pour les extensions commutatives de SGR 
(de manière compatible avec la fonctorialité des groupes ©5 et les morphismes is). Par 
construction, si ip : S ^ S' est un tel morphisme, 0^™"^ induit un isomorphisme de il^"^ 
sur il^,"^ et le morphisme T,^ de T5 dans T5/. Si k est un corps, 0^*^*^ induit l' isomorphisme 
0^fc de il|(A;) sur il|,(A;) cf. [00] et [3l^ 



3.20 Comparaison avec les groupes de Kac-Moody à la Kumar 

Dans |Ku02| 6.1.6 et 1.1.2] S. Kumar considère un SGR vérifiant les mêmes conditions que 
celles demandées par O. Mathieu (cf. 13. 5p . On reste donc dans ce cadre et bien sûr on se place, 
comme Kumar, sur le corps C. 

Pour clos dans A"*", les groupes Uq, T et N définis dans Le. 6.1 s'identifient clairement 
à Uq^'^, T et N définis ci-dessus. De même pour une partie de type fini J de /, le groupe 
parabolique Pj de Kumar s'identifie au groupe P{J) = G{.J) k. [/™"+ de 13.101 en particulier 
les deux définitions des paraboliques minimaux Pj coïncident. 

On a vu que (G'P"î«,s™«+ = r[/™'^+, iV, S) est un système de Tits. D'après [le. 5.1.7] 
Qpma gg|. produit amalgamé des sous-groupes N et Pi. Mais c'est exactement la définition 
de Le. 6.1.16 du groupe de Kac-Moody à la Kumar. Donc sur C les groupes à la Kumar et à 
la Mathieu coïncident. 

L'injection ic de 13.121 permet d'identifier 0(C) et le groupe minimal à la Kumar |Ku02| 
7.4.1]. 



4 Appartement affine et sous-groupes parahoriques 

On considère dorénavant un SGR fixe S qui est libre et le groupe de Kac-Moody 0^ associé 
sur un corps K. On a vu en ll.3l et ll.lll que si S est un SGR non libre, 0^ est un sous-groupe 
d'un groupe 0^^ avec libre. Toute action de 0gi{K) sur une masure induira donc une 
action de (Ôs{K) sur celle-ci. On peut noter que l'essentialisé de la masure de <Ôge{K) ne 
dépend pas du choix de : les appartements sont des espaces affines sous ]iomz{Q,M.). C'est 
le choix fait par B. Rémy pour ses réalisations coniques d'immeubles jumelés. 

On abrégera fréquemment &s{K) en G s ou même G. On notera avec la lettre romaine 
correspondante les points sur K d'un foncteur en groupe noté avec une lettre gothique ; de 
même pour les morphismes de foncteurs. 

A partir de 14. 2[ le corps K sera supposé muni d'une valuation réelle w. 
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4.1 Comparaison avec [R06| et [Rll] 

Le quintuplet (F, VK", (aj)jg/, (ay)ig/, Aj^) de 11.11 satisfait aux conditions de |R1H 1.1 
et 1.2.1], on est dans le cas Kac-Moody (modérément imaginaire). On peut en particulier 
définir dans V des facettes vectorielles et des cônes de Tits positif ou négatif ibT |R1H 1.3]. 
Ces notions sont également introduites dans |R06| 1.1 à 1.3] où T est noté A'". On note 
CJ = {v (z V \ a{v) > 0,Va G «î»"*"} la chambre vectorielle fondamentale, donc T = W^.C j. 
Une facette vectorielle est dite sphérique si son fixateur (dans W") est fini i.e. si elle est 
contenue dans ibT° (intérieur du cône de Tits). 

D'après 11.61 le groupe de Kac-Moody G contient un sous-groupe T et des sous-groupes 
radiciels Ua pour a G chacun isomorphe au groupe additif {^K-, ~t-) par un isomorphisme Xq^. 
Le triplet (G, {Ua)a(^'è^T) est une donnée radicielle de type $ au sens de |R06| 1.4]. Le groupe 
défini dans |R06| 1.5.3] coïncide avec celui de ll.61 4. il est muni d'une application surjective 
v"" -.N ^W" àe noyau T. 

On reprend, sauf exception signalée, les notations de |R06| § 1]. On a en particulier un 
immeuble dont les appartements sont isomorphes à A^' = 7~, mais aussi un immeuble 
dont les appartements sont isomorphes à —T. Ces deux immeubles sont jumelés |Re02| ; comme 
dans |R06| on ne garde que les facettes sphériques dans On a déjà vu ces immeubles de 
manière combinatoire en 11.61 5. mais on les verra désormais sous la forme de ces réalisations 
coniques. En 13. 181 on a vu que G'^^"' (resp G'^'^"') agit sur J^^ (resp. J^^). 

4.2 L'appartement afRne témoin A 

1) On suppose dorénavant le corps K muni d'une valuation réelle non triviale u, et ainsi 
A = u}{K*) est un sous-groupe non trivial de M. On note O l'anneau des entiers de {K,uj) et 
m son idéal maximal. 

On note A l'espace vectoriel V considéré comme espace affine ; on note cependant toujours 
l'élément neutre de V. 

Le groupe T = 1^{K) agit sur A par translations : si f G T, z/(t) est l'élément de V tel que 
x(ï^(i)) = — a;(x(i))) ^ X- Cette action est VF" — équivariante. D'après le raisonnement de 
jÏÏMl 2.9.2] on a : 

2) Lemme. // existe une action affine u de N sur A qui induit la précédente sur T et telle 
que, pour n £ N, v{n) est une application affine d'application linéaire associée i'^{n). 

3) L'image de N est i/{N) = Wya = VF" k (y ® A). Son noyau est H =Ker(z^) = O* (g)Y = 
1{0). 

4) Par construction le point est fixé par les éléments m(xQj (±1)) = s^q. et donc 
(par conjugaison : (KMT7) ) par tous les Sa, pour a G D'après (KMT6) pour u ^ 0, 
m{xci{u)) = 's-a{u~^) = s_a.(— a)^(ii) = Q^(ti).s_a et a(z^(a^(ii))) = —uj{a{a'^{u))) = 
—U}{v?) = —2io{u). Donc v{m[xa{u))) est la réflexion r^^uj^u) P^r rapport à l'hyperplan 
M(a,u}{u)) = {y V \ a{y) + uj{u) = 0}, c'est à dire l'application affine d'application 
linéaire associée Sa et d'ensemble de points fixes iVf (tt, Cc'(w)). 

5) Définitions, appartement affine témoin A est l'espace affine A (sous l'espace vectoriel 
V muni de W", <î> et A) muni de l'ensemble A4 des murs (réels) M{a, k) = {y (^V \ a{y) + k = 
0} pour a G $ et /c G A et de l'ensemble A^' des murs imaginaires M(a, k) pour a G Aj^ 
et A; G A. L'espace D{a,k) = {y V \ a{y) + k > 0}, défini pour a G X et A; G M est un 
demi- appartement si q G <I? et /c G A. On note D°{a, k) = {y (ïV \ a{y) + k > 0}. 
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Ainsi A satisfait aux conditions de |R1H 1.4] (à une variante près pour Ai^, cf. Le. 1.6.2) ; 
il est semi-discret si et seulement si la valuation uj est discrète. On choisit xq = comme point 
spécial privilégié. On reprend les notations de |R11| (sauf pour P^, et cl, voir ci-dessous). 
On notera les ressemblances et différences avec |R06| § 2]. Le cas A = Z est traité dans |GR08| 
§ 2 et 3.1]. 

On note = Eie/^"i^ et = {y e V \ ai{y) G Z,Vf}. Donc CY C CV. 

Pour un filtre F de parties de A, on considère comme dans |R11| ou |GR08| plusieurs 
variantes d'enclos : s\ V <Z X \ {0}, cl-p{F) est le filtre formé des sous-ensembles de A 
contenant un élément de F de la forme Daev D{a,ka) avec pour chaque a, /cq G A U {+00} 
(en particulier chaque D{a,ka) contient F). On note cl{F) = cl/s.{F), cl^^{F) = cl^{F). On 
définit aussi (selon Charignon |ChlO| ) cl'^{F) comme le filtre formé des sous-ensembles de A 
contenant un élément de F de la forme HILi D{ai, ki) où ai, • • • , G $ et fcj € A U {00}. 
On a d'^{F) D cF''{F) D cl{F) D conv{F) (enveloppe convexe fermée de F) ; cl{F) et d'^^{F) 
coïncident avec ceux définis dans |R11| . Un filtre F est dit clos si F = cl{F) et, quand on ne 
précise pas, l'enclos de F désigne cl{F). 

Une facette-locale de A est associée à un point x de A et une facette vectorielle F"" dans V ; 
c'est le filtre F^{x, F^) = germx{x + F^). La facette associée à F^{x, F^) est le filtre F{x, F"") 
formé des ensembles contenant une intersection de demi-espaces D{a,ka) ou D°{a,ka) (un 
seul /cq S A U {-|-oo} pour chaque a G A), cette intersection devant contenir F^{x,F^) i.e. 
un voisinage de x dans x + F"". La facette fermée F{x,F'") est l'adhérence de F{x,F^) et 
aussi d{F'^{x,F'')) = cl{F{x,F'")). Les facettes F'^{x,F'"), F{x,F'') et F(x,F^) sont dites 
sphériques si F^ l'est. 

S'il existe a G Aj^ avec a{x) ^ A, il se pourrait que F{x,F'") soit légèrement plus gros 
que la facette définie dans |R11| . cf. Le. 1.6.2. 

6) Le groupe de WeyL Pour a G il est clair que le groupe de Weyl (affine) W, 
engendré par les réflexions par rapports aux murs, contient les translations de vecteur dans 
Aa^. Ainsi ® A (noté dans |R11| ) est un groupe de translations de V, contenu dans 
W et invariant par W". OnaW = W'' t< {Q'^ (g) A). 

Le groupe P]( = A.P^ = {y G V \ ai{y) £ A,Vi} est noté dans |R11| . Ainsi 
Wp = W" X P]( est le plus grand sous-groupe de = W" x V stabilisant M (et A4*). 

Comme est engendré par T et les 'Sa, il est clair que i^(A^) = Wy = K (Y iS) A). On 
a: W CWy CWp CWl. 

7) Valuation des groupes radiciels. Pour a G $ et u G C/q-, on pose ipa{u) = uj{r) si 
u = Xa{r) avec r € K. Les (fa forment une valuation de la donnée radicielle (G, {Ua),T) |R06| 
2.2]. Voir aussi pïïÔ] 

On considère le monoïde ordonné M de |BT72| 6.4.1] formé d'éléments r, (pour r G M) 
et 00 vérifiant r < < s < < 00 si r < s. On note A l'ensemble des éléments de M 
qui sont borne inférieure d'une partie minorée de A. On a A = A U {00} si A est discret et 
A = A U {00} U {r+ I r G M} sinon. Les idéaux fractionnaires de O sont indexés par A : à 
A G A on associe Kx = {r G K \ uj{r) > A}. 

Pour A G A et a G «I', Ua,x = {u £ Ua \ ^a{u) ^ A} est un sous-groupe de [/q ; on a 

C/a,oo = {1}. 

4.3 Premiers groupes associés à un filtre Vt de parties de A 

Soit Çl un tel filtre. 
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1) Pour a e X, soit /^(a) = fn{a) = inf{\ G A | O C D{a,X)] = inf{X G A | 
ai^l) + A C [0, +(X)[} € A. Pour a G A (resp. <I>, X) fn{a) ne dépend que de cl{Q) (resp. 
cF'{n) ou cl*{n), œnv{X) D Q). Si Q est un ensemble, fn{a) / A+, Va G X, VA G A. Cette 
fonction fn est concave |BT72] : Va,/3 G X, /^(a + /3) < /^(a) + et fn{0) = 0. 

On dit que il. est près que- ouvert si Va G /r2(a) + a) > 0. On dit que Çî est étroit 
si aucun mur ne sépare $7 en deux, autrement dit si Va G fn{c() + fn{—ct) = ou 0"^ ou 
(dans le cas discret) inf{X G A | A > 0} et s'il n'existe pas de A G A avec fn{a) = et 
M-a) = (-A)+. 

2) Pour a G on note Ua,n = ; est le groupe engendré par Ua,n et U-a,n 
et on note A^^"^ = n 

On définit C/j^ comme le groupe engendré par les Ua,n (pour a G $) et Uq = Uq D ; on 
verra (|4.12p que (resp. C/j^)n'est pas forcément égal au groupe Uq~^ (resp. Uq~) engendré 
par les Ua,n pour a G (resp. a G ^~). 

Le groupe {c N Cl Un) est engendré par tous les A'^^"^ pour a G <ï>. 

Tous ces groupes sont normalisés par H et on peut donc définir Nq^"' = HNq et i-^f = 
HUq. Ces groupes ne dépendent que de l'enclos c/(J7) de Q et même que de cl'^{Q). SiQ C O', 
on a C/q D Uw, etc. 

3) Lemme. Soient a & ^ et Çî un filtre comme ci-dessus. 

b) Si fn{a) + fn{-a) > 0, alors N^'^ C H. Si fn{a) = -fni-a) = A; G A, alors 

c) fixe $7, i.e. Vn G H existe S € Q, fixe point par point par i^(n). 
Démonstration, cf. |GR08| lemma 3.3] □ 

4) Le groupe Wq^'^ = i^(A^™") = Nq^^'/H est engendré par les réflexions ^ pour a G <î» 
et A; G A tels que Çî C M (a, k). Il est contenu dans le fixateur Wq de Çî dans W. Il y a bien 
sûr égalité si Çî est réduit à un point spécial, mais aussi si est une facette sphérique et si 
A est discret. En effet dans ce dernier cas l'image de Wq dans W" fixe une facette vectorielle 
sphérique et on est ramené au cas classique où W est produit semi-direct d'un groupe de 
Weyl fini par un groupe discret de translations ; ce cas est traité dans |BT72| 7.1.10] et ne se 
généralise pas si A est dense. D'après 14.121 4 ci-dessous il ne se généralise pas non plus au cas 
non classique (i.e. non sphérique). 



4.4 Algêbres et modules associés au filtre f2 

1) Pour a G A et A G A, on pose g^^x = daZ®Kx et Qa,n = 9a,Ma)- De même [)o = i)z'S)0. 
Par concavité de Jq, il est clair que Qn = f)o ® (©oeA0a,o) est une sous— O— algèbre de Lie 
de Qk = ôz'S) K. 

On peut de même considérer les complétions positive et négative : = {(Ba<o Qa,n) ® 

f)o © (na>o 0",n) et g^i = (ffia>o0a,n) © fjo © (Hcko 0",n) si Q est un ensemble, sinon 

0n = Uf^'et^fln' et flB = Ua'eagB'- 

Ces algêbres ne dépendent que de cl{n). Par contre cF'{n) ou cl*{n) pourraient être 

insuffisants pour les déterminer. 

2) L'algèbre enveloppante entière Us est graduée par Q C X. On peut donc définir 
Z^n = ©Q-eQ avec Ua,n = Us,a ®i ^Ma)- C'est une sous-O-bigèbre graduée de 
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lAs^K = Us <8>z K. Le terme de niveau 1 de la filtration induite par celle de Us^k est O ® Qn- 
On peut avoir Uçi ^ l^ci{n)- 

On peut considérer la complétion positive (resp. négative Uq) de Un pour le degré total 
(resp. son opposé) ; c'est une sous-algèbre de (resp. W]^)- 

3) Soit A un poids dominant de {i-e. A € X~^). On a construit en 12. 141 une forme entière 
Li{\) du module intégrable L{\) de plus haut poids A. Tout poids de M = L[\) est de la 
forme fi = X — v avec v G . Pour G X et r G A, on pose M^^r = Lz{\)^ Kr puis 
M^^n = M^jj^(^) et Mn = 0^gjf ; en particulier Mx^n = Kj^(^x)-Vx- Par concavité de 

fil, il est clair que Mq est un sous— module gradué de M^K. On peut avoir ^ Mci{Q.)^ 
mais Mçl ne dépend que de c/p(A/)(r2) où V{M) est l'ensemble des poids de M. 

On peut considérer la complétion négative de Mçi : Mq = Y\^^q+ Mx-u,n si ^ est un 
ensemble et Mq = Un'en M^, sinon. Il est clair que est un sous— Z//^— module gradué de 
M®K. ^ 

Bien sûr on construit aussi Mq et sa complétion positive pour un module intégrable 
M à plus bas poids A G —X^. 

4.5 Groupes (pro-)unipotents associés au filtre fi 

1) Soit ^ C A"*" un ensemble clos de racines. On lui a associé une Z— bigèbre U{^) ()2.13I 2 
et EU. On peut donc définir U{^)n = 0„6q+ l^i'^)a,n (avec U{^)a,n = Z^(*)a «) ; 
c'est une sous— O— bigèbre de ZYq et de U{^) (g) K (plus précisément leur intersection). 

2) Le plus simple pour associer à U{^)çi un sous-groupe de ii'^"'{K) semble être de procéder 
comme suit : 

Si O est un ensemble on considère la complétion U{^)q = Y\aeQ+ U{^)a.n ; c'est une 
sous-algèbre de Uç^ et de Uk{^) et elle contient [exp]Ax pour x G QaZ et A G Le 
monoïde Uq°'{^) est l'intersection de U{'^)q ou et de {[^""(K) (qui est un sous-groupe des 
éléments inversibles de Uk{^))- On sait que l'inverse d'un élément de iL^°'{K) est son image 
par la co-inversion r et il est clair que U{"^)fi est stable par r (car r est graduée et stabilise 
Z^(^')). Ainsi C/^"(^') est un sous-groupe de it^''(/C). D'après 1X21 il est clair que f/^"(^') est 
formé des produits Ilxe^* [exp]Xx.x pour A^- G -f^/Q(pds(x)) (il suffit de raisonner par récurrence 
sur le degré total). 

Si Q est un filtre, le groupe Uq"'{^) est la réunion des Uq,"'{^) pour fi' G donc encore 
l'intersection de 11^" (i^) et de Û{'^)n = Un'en^(^)n'- 

3) On sait que G et HÎ^"(K) s'injectent dans ©^'^"(A') (l33k. [SlGlet l3Â3]) . On note donc 
[/^'"(^r) = Gn C/^''(î'). On a aussi ?7^'^(^') = C/+ n C/^''(^') puisque ^7+ = G n ?7""^+ (Hm]) . 
Pour un filtre on a ?7^"'(*) = U^'en f^n^(^)- Bien sÛr ?7^"'+ := C/P'"(A+) contient C/+ (et 

4) Remarques : a) Le sous-groupe H = T(C') de T = T(A) stabilise les algèbres et 
modules construits en 14.41 ou ci-dessus. Ainsi H normalise Uq'^{^) et U^{^). 

h) Comme U{"^)q est une sous-algèbre de et de Uk{^), il est clair que les groupes 
f/^"(^') et C/^"'(^') stabilisent Ûf^ et pour l'action adjointe de U^''{K) sur ZÎj^^, c/. [3^13. 

c) Pour a G $ et ^' = {a}, ?7^°(\I') est le sous-groupe Ua,n de C G isomorphe à Kj^^f^^^ 
par Xq, : r I— 7- exp{rea) (défini en 14.21 7). 
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d) Si Î7 C n', on a U^^^'i^) D U^^^i^) et C/^'"(^') D U^Ti'i'). Si est la réunion d'une 
famille (r2i)jgAr de filtres, alors Jq est le sup (pris dans A) des Jq. et U{^)q = nigArZY(^')f7-. 
Ainsi U^^i^) = n,e7V U^^{^) et t/^l^) = n.^^ C/^™(*). 

e) Pour Q = {0} C A, on a = ^5 O, Z^(^)o = Us{^) ®z C, = 11^(0). 

f) ?7q'"(^') et U^{^) ne dépendent que de cl{i}) (cela pourrait être faux pour c/'**(r2) ou 
d#(^7)). 

5) Lemme. Soient C ^' C A"*" des sous- ensembles clos de racines, 
a) [/^"(^-O (resp. U^{^')) est un sous-groupe de U^''{^) (resp. Ufl^{^)). 
h) Si ^ \ est également clos, alors on a des décompositions uniques Uq°'{^) = 
U^-m.U^-{^ \ *0 et Ul^m = U^m.U^^i^ \ ^'). 

c) Si est un idéal de alors C/^"(^'') (resp. U^{^')) est un sous-groupe distingué de 
Uq"'{'^) (resp. U^{'^)) et on a un produit semi-direct si, de plus, ^' \ est clos. 

d) Si a £ A+ est une racine simple, on a [7^'^+ = C/„,n K t/^""(A+ \ {a}) et [7^"+ = 
UaU ^ {7^™(A^ \ {a}). Les groupes Uq"'{A'^ \ {a}) et Uq^{A~^ \ {a}) sont normalisés par 

Démonstration. Le a) est clair. Pour le b) et le c) on a des décompositions analogues dans 
U^^iK) dâSI) et, par exemple, U^^i"^') = U^,''{K) nÙ^, d'où les résultats par intersection 
(puisque Uq est graduée). La première partie de d) résulte de c). On sait donc que 11q"(A+ \ 
{a}) et il^"*(A"^ \ {a}) sont normalisés par H et Ua,n- Le même raisonnement avec A+ 
remplacé par Sq,(A"'') = A"*" U {—a} \ {a} montre qu'ils sont aussi normalisés par U-a,n, d'où 
la conclusion. □ 

6) On a vu en|33]que il^î\|„|(i^) est normalisé par G^") = 2l^(K) = (T, Cela 
signifie en particulier que -H—fi K — '^a(-^^+)- On peut donc ainsi définir dans ^^^^ 
un groupe il'""('u;A+) pour tout w G . 

7) Dans toutes les notations précédentes un + (resp. un — ) peut remplacer ^ quand 
* = A+ (resp. = A"). 

On considère aussi le groupe de Kac-Moody négativement maximal 0"-™<^ construit comme 
0pma échangeant A"^ et A~. Plus généralement on peut changer p en n et ib en =F dans 
ce qui précède pour obtenir des groupes similaires (avec des propriétés similaires) dans le cas 
négatif. 

Proposition 4.6. Soit Çî un filtre de parties de A. Il y a trois sous-groupes de G associés à 
Q et indépendants du choix de A"*" dans sa classe de W" — conjugaison. 

1) Le groupe Uq (engendré par tous les Ua,n) est égal àU^ = U^.U^.N^ = U^.U^.N^. 

2) Le groupe (engendré par les groupes U^~^ et Uq) est égal à C/^'" = U^~^ .Uq .N^. 

3) Symétriquement le groupe Uq"' (engendré par les groupes U^"^~ et Uçi) est égal à 

4) On a : 



iii)Un n (iV.[/±) = iV«.[/± iy)up^ n (iv.[/+) = n^.u, 
y)Unnu^ = u^ vi) u^"" nu+ = c/^™+ 



et symétriquement pour U'q 
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Démonstration. On refait la preuve de |GR08| prop. 3.4] en utilisant 14.51 5. 1431 3 et la remarque 

Km □ 

Remarques, a) Le groupe H normalise Un, U^, U^, N^, U^""' , et ÎJ^'". 

Le groupe A^™"" = HNç^ est contenu dans le fixateur Nçi de Çl. On note -P™" = HUç^, 
Pç^ = HUq^ et Pq"^ = HUq^. Ces trois groupes vérifient les mêmes décompositions que 1), 
2) et 3) ci-dessus en remplaçant A'^^ par -A*"^'™. On verra en 15.141 2 que P^ = Pq"^ quand O 
est un point spécial ou quand Q est une facette sphérique et la valuation est discrète. 

b) L'égalité Uq = Uq^~^ est équivalente à = Uq ; on verra en 15.71 3 qu'elle n'est pas 
toujours satisfaite. 

c) On montre également au cours de la preuve degSlque C/^'"+.C/^'^".A^^ ou f/^™" .[/^""^-A^^ 
ne dépend pas du choix de A"*" dans sa classe de VF''— conjugaison. 

d) Dans le cas classique des groupes réductifs, on a G = G^"^"" = U^~^ = = 
^rna+ ^ ^prn+ ^ jj- ^ ^rna- ^ ^nm- ^ ^e plus C/^ (= C/^ = U^) est le même que 
le groupe défini en |BT72| 6.4.2 et 6.4.9]. Le groupe -P™" est noté Pq par Bruhat et Tits. 

Proposition 4.7. Décomposition d'Iwasawa 
Supposons 0, étroit, alors G = U'^NUçi. 

Supposons de plus 0, près que- ouvert, alors l'application naturelle de i^iN) = Wya = N/H 
sur U'^\G / HUçi est bijective 

Démonstration. Voir la preuve de |GR08| prop. 3.6] □ 
Remarques. 1) On a aussi G = U~NUn et, de la même façon avec les groupes maximaux 

2) Ainsi quand Çî est étroit, tout sous-groupe P de G contenant Un peut s'écrire P = 
{P n U+N).Uq. Si de plus P n U+N = U^.Np avec C/+ = P n [/+ et A^p = P n A^ on a 
P = U+.Np.Un et, si Np c Nn, P = U+.U^.Np cf. KM 



4.8 Représentations des groupes associés à Q 

1) Supposons que $7 est un ensemble. D'après 14.51 4b le groupe U^"'^ stabilise Li^ et pour 
l'action de [7"*'^+ sur Ll^. Le groupe C/"*" stabilise IAk et qk pour l'action adjointe de G et U'^ cf. 
04. Les deux actions coïncident sur [/+ C Gn Donc C/^'"+ = GnC/^"+ = ?7+n?7^"+ 
(|4.5I 3) stabilise Uçi = Uf^ n Uk et = 0j7 H Qk pour l'action adjointe de G. 

De même U^~ stabilise lAçi et g^. Ainsi Uçi et Qçi sont stables par Ua.çi pour tout a G $ 
et donc par Uçi. 

Finalement on sait que lÂçi et Qçi sont stables par les groupes Uçi, Uq^, et H (qui 

normalise les trois autres) (|4.5l 4a et 14.6b .). Ce résultat est encore vrai si est un filtre, car 
alors tous ces objets sont réunion filtrante des objets correspondant à il' G il. 

2) Soit M = Li(X) un ZY— module à plus haut poids comme en 14.41 3. Supposons dans un 
premier temps que O est un ensemble. Comme Mq est un ZYq— module, le groupe U^"'~^ C 
{U^y stabilise Mo pour l'action de G^™" cf. 13.71 Ce module Mçi est en particulier stable par 
Uq^~^ et les groupes Ua^çi pour a € . 

Comme est un ZY^— module, le groupe Uq°'~ stabilise Mq, pour la représentation de 
jjma- g^j. j^n j-^y [g q^jj induit sur U~ la même action que G (|3.14I 3). Comme G stabilise 
Mk, le groupe C/^™" = G n C/™'^" = U" D f/™'^" stabilise Mq = Mk n M^. 
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Ainsi le sous-module Mq de Mk est stable par l'action de et f/^""-. Ce résultat est 

encore vrai quand fi est un filtre. 

Le groupe Uq est engendré par les Ua,çi pour a € $ qui sont dans U^~^ ou Uq"^~ . Ainsi 
Mçi est stable par Uq, U^, Uq^ et Uq"^. On sait aussi qu'il est stable par H. 

3) Ces résultats sont encore vrais, mutatis mutandis, pour des modules à plus bas poids. 

Définition 4.9. Si il est un ensemble, on considère le sous-groupe Pq de G formé des éléments 
stabilisant Uçi et pour tout module M à plus haut ou plus bas poids (comme en 14.41 3). 
On note iV^ = iV n Pq. 

D'après 113] le groupe Pn contient Uç^, U^, C/^™, U^"" et H. D'après la remarque 14^12 il 
est utile de déterminer Pq H U^N, voir 14.111 

On note V la réunion de A et de tous les ensembles de poids des modules M ci-dessus. Le 
groupe Pq ne dépend que de cl'p{Q) (et non seulement de c/(0)). 



4.10 Conjugaison par 

Soit n G A^, on peut écrire n = riQt avec no dans A'o = 9T(Z) (le groupe engendré par les 
m(xa(±l)) qui fixe 0) cf. W^A, ^"{71) = w eW" et t (^T. 

1) Pour M = Li^(A) un module à plus haut ou plus bas poids ou M = qk ou M = IAk, 
^ G X et r E M, on a nM^^^ = ^wn.r+ùj{fj.{t))- Considérons également l'action sur A : nD{fj,, r) = 
noD{iJ,,r + uj{fi{t))) = D{wiJ.,r + uj{iJ,{t))). Donc r > fn{f-i) ^ Q C D{fi,r) 4^ u{n).^ C 
D{wiJ,r + uj{fi{t))) <^ r + uj{n{t)) > fu(n).n{wi^) et ainsi fu{n).n{wfi) = fn{^l) + u}{^i{t)). 
Finalement nMçi = 

Ainsi Pu{n).Çi = nP^n"^ ; en particulier le fixateur Nq de Q. dans A^ (pour l'action u) 
normalise Pq. On a vu en|43l4 que A^^*" = HN^ C Nçi- 

2) On a aussi nUa,rn'~^ = Uu)a,r+cv{ti{t)), donc nUnn"^ = t/„(„).Q, nN^n^^ = A^"(„) ^ et 
Nçi normalise les groupes C/q, Pq, A^^ et A^™". 

3) D'après 1) on a Ad{n)Uçi{'^) = U^(ri).niw^) Pour * C A+. Pour n = m(xa(±l)) 
(a racine simple) et ^q, = A"*^ n Sq,(A"'") = A'^ \ {a}, on peut passer aux complétés : 
Ad{n).Û^{'^a) = Z?^(„) f2(*a). Donc nC/^"(^'c,)n-i = f/^^).Q(^'a) ; plus précisément pour 
P G ^'q, X £ Qpx et X £ K, n.[exp]Xx.n~^ est une exponentielle tordue associée à A' = A/3(t) € 
K et Ad{nQ).x € 0s„(/3)z et cela passe aux produits infinis. 

D'après 2) et [431 6 on a nC/^''(A+)n~i = f^^^) q('«^A+) si w = Sa- Ce résultat s'étend 
alors au cas général pour w. Par intersection avec G, on a nUQ^''{A^)n~^ = U^^-^ ç^{wA^). 
D'après |4.6| on a nU^n~^ = U^^^ q et nU^n~^ = U"^'^-^ ç^. En particulier A^q normalise 
et 

Lemme 4.11. Si Q est un ensemble, Pq n W^N = U^"^^.Nn et Pq n U'N = [/^""".TYq. 
De plus Nçi est le stabilisateur (dans N pour l'action v sur A) du V— enclos cl-p{^}) de Çl, il 
normalise Un, U^~^ , ,■ ■ ■ 

N.B. En particulier JVq D iVQ D A^^*". 



Démonstration. On refait la preuve de |GR08| 3.10] car il y a quelques changements substan- 
tiels. 
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a) Soient ?i G et u G C/"*" tels que un € Pn et w = v'"{n). Pour M. = Mçi ou g^^ ou lÂçi, 
g G Pçi et II, fi' G X, on définit fj,'\g\^ comme la restriction de g à suivie de la projection 
sur M^' (parallèlement aux autres espaces de poids). Pour tout ^ G X, ui^i\un\i^ = et 
n = ©^ui^l^^l/i {en un sens évident), donc n G Nq. Ainsi Pq Ci U~^N = {Pq H U~^).Nçi. Il reste 
à déterminer Nq et Pçi H (ainsi que Pq H U^). 

b) On a vu en 14. 81 que U^'^ C Pn H f/"*". Inversement soit u G JJ'^"''^ stabilisant et donc 
Z//^. On peut écrire u = naeA+ avec les conventions suivantes : l'ordre des facteurs Ua est 
tel que la hauteur croît de droite à gauche et, pour Oi G Ua — [exp^t^iCai. ■ ■ ■ .[exp]tQs6Q,s 
avec Cal, ■ ■ ■ ,eas une base de g^z et les tai dans K (si a G on a s = 1 et [exp] = exp). 
Nous allons montrer que u G Uq"'^ et pour cela que. Va G A"*", uj{tai) > fn{oi)- Par récurrence 
on peut supposer que c'est vrai pour u^' à droite de Uq, alors ces Ua' sont dans Uq°'~^ et 
stabilisent U^, on peut donc les supposer égaux à 1. Donc u = (nhi(^)>ht(a) ^p)-^^ et ainsi 

a\u\o = a\Ua\o- 

Choisissons un élément h Çi Bq (base de f)z) tel que a{h) = m 7^ ; quitte à changer 
h en —h et donc à utiliser une autre base de lAz, on peut supposer m > 0. Par ailleurs 

Ad{[exp]taieai) = YlpLo ^ai^^(^m') A(i(nQ) ^ ^ ^ a pour terme de poids a l'expression 

Sî=l taiO'd{eai) 77, ^ ~ Si=l ^otii&ai ^ 77 ^ ~ ^ 77 ^ ~ ~ Si=l ^ai&aiii^ ^ 

^ ^ ^) = -I]i=l *meai(X^gJo ( g ) ( ^) ( 

pour l<i<set(7GN font partie d'une base de iY^, on doit avoir u{tai ^ ^^^^ ^ > ^^(a) 

pour 1 <i<set(7<n — 1. Pour n = m et g = on obtient le résultat cherché uj{tai) > fn{oi) 

c) Reprenons les notations de 14.101 : nM^^r = ^wn,r+uj{n{t)) et nD{^,r) = D{w^ji,r + 
oj{ii{t))). Donc n G Pq si et seulement si, V/U G "P, fn{n) + uj{fi{t)) = fçi{wp) c'est à dire 
nD{ii, fçi{ji)) = D(wfj,, fn{wfi)) ; c'est équivalent au fait que n stabilise l'ensemble clp{n). 

Le groupe Nq normalise Uçi, , U^"^~ ■ ■ car ces groupes ne dépendent que de d-p(rî). 

□ 



Exemples 4.12. 1) Soit x un point spécial de A et fi = {x}, alors cl-p{x) est une partie 
bornée de {y G A | a{y) = a(x),Va G «î»} = cl{x), car tout élément de X est combinaison 
linéaire à coefficients dans Q+ d'éléments de V. Donc iV^ = iV^^ = iV^**^ (car v'"{N'^'-'^) = W 
cf. WM- D'après Oet gTTl on a = C/|'"'+.iV™".f/^ = C/|""+.C/^.iV™" = Pi""" = P^™. 

2) Si de plus rr = est l'origine de A, on a go = Ql ® O et Mq = Mi (8) O pour tout 
module à plus haut ou plus bas poids. Il est clair que ces modules sont stables par 0(0) (|3.7I 
et [3Â4]) . Donc Pq D 6(0). On a H,Uo C 6(0) par construction et aussi C/o++ = il+(C'). 
Comme C/o"*''+ = il'"'^+(0) ([âJet |43l2), on a ^7^""+ = H+(K) n il'"'^+(0). 

On se demande si cette dernière intersection est égale à il"'"(0) C ilJ(C) (resp. 11^(0)) 

(voir[L6l5). Cela prouverait que Pq = P^"" = Pq"™ = (5(0) (resp. peut-être ©#(0)). Un 
résultat analogue a été prouvé dans |GR08| 3.14] quand le corps résiduel de K contient C. 
Mais il concerne le groupe minimal à la Kumar avec sa structure de ind-groupe (sur C mais 
étendue aux C— algèbres). Il pourrait donc ne pas avoir de rapport avec le résultat cherché 
ici, car 13.201 ne donne une identification que pour les points rationnels sur C des groupes 
maximaux ou minimaux. Le foncteur en groupes minimal n'est pas forcément le meilleur 
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choix sur tous les anneaux, un foncteur <Ô^, comme en 11.61 1. peut être plus adapté, voir 3) 
ci-dessous. 

D'après [SmetfLëll. OIS (KMG7), on a toujours ©(ivT) nil"^"+(if) = H+{K) et = 
•^#(-^) ^ ®#(^) mais cela ne permet pas de répondre aux questions. 

■ 2 -2^ 



3) Cas de SL2 : On considère le SGR 5 = (|^ ^ 2y'^~ Z/i,ao = —01,0^ = — = 

— h). L'algèbre de Kac-Moody correspondante est g = s[2(C) (8>c t""*^], voir 12.121 Si on pose 

S = ao + ai £ Q, on a = Wô, A^g = {ai -|- nô, ao + nô \ n £ N} et les espaces propres 

/t" \ fO / 0\ 

sont, pour n € Z, = C ( ^ j , g^^+n^ = ( j 3ao+nS = C ( ^ j . 

Comme S est non libre on considère la masure essentielle et l'appartement A correspondant 
du début de cette section : ao et ai forment donc une base de l'espace vectoriel réel V*. 

a) La représentation naturelle vr de qz sur End^t,t-i]{Z[t,t-^] ) (I2Â2]) induit une identi- 
fication de G = &{K) et SL2{K[t,t~^]) qui envoie If^ = il'^{K) sur le groupe des matrices 
de SL2{K[t]) qui sont triangulaires supérieures strictes modulo t. Le foncteur en groupe &^ 
de 11.61 1 peut être choisi tel que ©^(/c) = SL2{k[t,t~^]) pour tout anneau k. On sait que le 

groupe est produit libre des sous-groupes u'^{K[t]) = ^ ^^i^^^ ~ (Uai+nsil^) | ît- € N) 

et u'{tK[t]) = (^^^^î^^j [j^ = {U^,+ns{K) I n € N), c/. HHH 3.10d] ; et on a : 

1 0\ fl t\ / 1 0\ fl-wt t \ fl t37-i\ f 1 0\ fl -ZU-' 



w IJ \0 l) \-w \) y-vjH l + wtj \0 1 ) \-wH l) \f) 1 
où on note w un élément non nul de l'idéal maximal m de O {c.g. une uniformisante dans le 
cas discret). 

Cet élément g Çî G est dans Uq (d'après l'expression de gauche) et dans (expression 
du milieu ou de droite) donc dans Uq . Cependant l'expression de droite montre que g n'est 
pas dans Uq'^, puisqu'il y a unicité des décompositions dans le produit libre . On a donc 
une inclusion stricte : il'^(C') = U^^ ^ Uq . 

b) La représentation naturelle vr permet d'identifier G^™" = ©^'"'^(K) à SL2{K{{t))) ; voir 
|Kun2l 13.2.8] pour un résultat voisin. Dans cette identification 11™"+ (iT) (resp. il"*"+(C')) 
devient le groupe des matrices de 5'L2(-fC[[t]]) (resp. (©[[t]])) qui sont triangulaires supé- 
rieures strictes modulo t (l'ingrédient essentiel de la démonstration a été expliqué en 12.12p . 
On s'est demandé en 2) si U^""^ = ir''+ (O) H il+ {K) = iT^+iO) n SL2{K[t,t"'^]) est égal 
à il+(0) (c'est impossible d'après a)) ou éventuellement à itJ(C') = it+(K) n (5#(0). Ce 
dernier groupe est formé des matrices de SL2{0[t]) qui sont triangulaires supérieures strictes 
modulo t, il est donc bien égal à C/^"+ = il'""+(C') n&{K). 

On a donc : 

ii+{0) = c/o++ C [/+ = [/o n [/+ C 6(0) n C/+ C &#{0) n [/+ = ii+(0) = c/^™+. 

En particulier 11+ / itj. Mais en fait Uq = &#{0) et C/^"'+ = U^l = Uj(0), car Uq est 
le groupe engendré par les matrices élémentaires de SL2{0[t,t~^]) et on sait que celui-ci est 
égal à SL2{0[t,t^^]) = &#{0) |Chu84[ th. 3.1]0. 

c) On considère Çî = {0,z} C A avec z déterminé par ô{z) = et ai{z) = p € N. Alors 
^7^"+ est topologiquement engendré par u''(0[[i]]) et u'{wPtO[[t]]) dans SL2{K[[t]]). On en 
déduit assez facilement que Uq°'~^ (resp. Uq^~^) est contenu dans (en fait égal à) l'ensemble 



1. Merci à Leonid Vaserstein pour cette référence. 
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des matrices ^ ^ G S'L2(0[[t]]) (resp. SL2{0[t])) telles que a = l, d=letc = module 

vu^t. De même U^"'~ est topologiquement engendré par ii'*(i~^C'[[t~^]]) et M'(zÂ7^0[[i~^]]) 
dans S'L2(i^[[t~"'^]]) ; donc U^"'~ (resp. U^^~) est contenu dans (en fait égal à) l'ensemble des 

matrices G SL2{0[[t-^]]) (resp. SL2{0[t])) telles que a,d=l modulo mH-'^, b = 

modulo et c = modulo ■cj^. Ainsi Uq^~^ et Uq^~ sont contenus dans le groupe Vh des 

€ S'L2(C'[t, telles que a, d = 1 et c = modulo ct^. D'autre part (si 

p > 1) Nq est formé des matrices diagonales avec = a = u.t"" pour n € O* et n € Z. On 

voit facilement que, si p > 2, la matrice ^ ~^ 2p-2^2 -[^ ^ p~i^ dans mais pas dans 

Vn.Nçi. Donc il. ne satisfait à aucune des conditions (GF±) de 15.31 ci-dessous (si p > 2). 

4) On considère toujours SL2 avec son appartement A d'espace vectoriel associé V et 
Qi, aQ = ô — ai base du dual V*. On suppose A = Z. Les murs ont alors pour équations 
(±q:i + 77.(5) (x) + m = avec n, m € Z et les coracines vérifient «q = — a^. Le groupe de Weyl 
(affine) associé est W = W^' K ï.af. Le groupe de Weyl vectoriel W^' contient la transvection 
a donnée par iy[x) = x — 5{x).a\. Si l'on considère la translation rQ,v de vecteur a^, l'élément 
TqV o (T de VF fixe tous les points de l'hyperplan affine d'équation 5{x) = 1. Cependant le 
point y tel que ô{y) = 1 et ai{y) = ^ n'est dans aucun mur. Ainsi W^*" = {1} alors que 
Wy est infini. Ce phénomène disparaît si on considère un espace vectoriel V où Oq et sont 
indépendants. 

Définition 4.13. Soit un sous-ensemble de A. On définit le groupe Pq comme l'intersection 
des groupes P^, où Çl' est une partie non vide de $7, L/K une extension valuée et P^, 
est le groupe construit de manière analogue à Pçii dans &{L). (On sait que &[K) s'injecte 
fonctoriellement dans &{L) cf. 11.61 ) 

Si VI est un filtre de parties de A, on définit Pçi = U^'en Pçi'- 

Si $7 est un point ou une facette de A, on dira que Pçi est le "fixateur" de Çl voir ci-dessous 
[511 et 15^12. 



Propriétés. 1) On a une fonctorialité évidente en le corps des différents groupes ou algèbres 
définis iusqu'en 14.61 {i.e. sauf Pçi et Pçi). En particulier le sous-groupe Pçi de P^ contient les 
groupes P^ , ^n^i Nq^. D'après |4.10| pour n € on a Py(^n)n — nPçin~^ . Bien sûr si 

VL C Vt' , on a Pçi Pçi' ■ _ 

2) Soient Çl un sous-ensemble de A et x un point de 0. Il existe une extension valuée 
L/K telle que x soit un point spécial de A^ (e.^r. si (jj{L*) = M). D'après 14.121 1 on a 
N{L) n P^ = "^{L)^, donc N r\ Pçi = N-^^ = Nq. Cette relation est encore valable si O 
est un filtre. Par contre, même pour un ensemble, on ne sait pas si l'inclusion Dxen Px C Pçi 
est toujours une égalité. 

3) Si est un ensemble, U^""^ .Nq C PnCiU+N C nn',L Pj^,nil+ (L)9Î(L) = nn',Lil^?+(L)iVj^, 
(nc',LH^T'"^(L)).(nn',LiV5^/) = U^'^.Nq, d'après 1), 2) ci-dessus, SU] et l'unicité dans les dé- 
compositions de l3ï6] Donc Pçir\U+N = U^"'~^ .Nq, PQnU+ = et ceci est encore valable 
pour un filtre. 

4) Si n est étroit on a, d'après SZl Pq = U^^^ .Nq.Uq = V^^^^ .Uq.Nq = U^^^.U^.Nq = 
U^^-.U+.Nq. Ainsi Pq = PP^.NQ = P^.Nq. 
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5) On ne va utiliser Pçi que si Q est un point ou une facette et, dans ce cas, on ne définira 
que plus tard (|5.14p le sous-groupe parahorique Pq (avec = Pq"^ = Pn C Pn)- 

Les propriétés des groupes P^ sont résumées dans la proposition suivante. Il n'est pas 
exclus que, pour tout x dans A, P^ = U^.N^ Le. UE"^^ = C/+ et U^""- = U~ cf. KÏ2\ 3h. En 
15.71 3 on verra que ceci ne peut se généraliser à tout ensemble Q à la place de x. 

Proposition 4.14. Les groupes P^ associés aux points de A satisfont aux propriétés suivantes : 
(PI ) PxHN = (le fixateur de x dans N). 
(P2) nP,n"^ = P,^^),. 

(P3) P^ = [/|"*+.f/^™-.iV^ = [/^"^-.C/l'^+.iV^. avec US""^ = P^nU+ et C/^'"" = P^nU'. 
On a en fait (P3') P^ = U^"^ .U~ .N^ = UJ^'^-.U+.N^ 

4.15 Comparaison avec les raisonnements de [GROS] 

La généralisation des résultats de |GR08| (en particulier le lemme ll.lip à la caractéristique 
résiduelle positive a nécessité, sans surprise, le remplacement de l'algèbre de Lie qq par 
l'algèbre "enveloppante" Uq. 

Les raisonnements de |GR08| sect. 3.7] sont compliqués, entachés d'une ou deux erreurs 
(dont je suis responsable) et utilisent la symétrisabilité. C'était sans doute trop ambitieux de 
définir à ce stade les groupes Pq au lieu des groupes Pq. On a pu simplifier et généraliser en 
restreignant l'ambition et en utilisant des extensions de corps (comme suggéré par les travaux 
de Cyril Charignon p^TO] ou (ÇhTI])- 

5 La masure affine ordonnée 

Dans cette section on ne va utiliser que les propriétés (PI) à (P3) des groupes Px indiquées 
dans la proposition 14.141 La mention qui sera faite des groupes Pçi plus généraux n'est pas 
indispensable au raisonnement. 

Définition 5.1. La masure = ^{<5,K) de & sur K est le quotient de l'ensemble G x A 
par la relation : 

{g, x) ~ {h, y) <^ il existe n G tel que y = i/(n).x et g~^hn G Px. 
Il est clair que ~ est une relation d'équivalence |BT72| 7.4.1]. 

L'application A — ï- J^, x i— > cl{l,x) est injective d'après (PI). Elle identifie A à son image 

A(T) = A{T,K), V appartement de T dans J^. 

L'action à gauche de G sur G x A induit une action de G sur Les appartements de 
sont les g.A{T) pour g & G. L'action de sur A{T) se fait via v ; en particulier H fixe 

(point par point) A(T). Par construction le fixateur de x € A est Gx = Px et, pour g £ G on. 

a gx e A <^ g e NPx- 

Comme Px contient Ux^ il est clair que. Va € Vr G Xa{r) fixe D{oi,oj{r)). Donc, 
pour /c G M, le groupe HUa^k fixe D{a, k). 

5.2 Les groupes Gn 

Pour Q une partie de A, on note Gn = f^xen Px et pour Î7 un filtre, Gq = Uf^/gf^ Gq/. Le 
groupe Gçi est le fixateur de Q (pour l'action de G sur ^ qui contient A). 
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Par construction de Pq, on a Gq D Pq (donc Gq D U^""^ , C/^""") et Gq H N = Nq = 
PnriN. 

D'après |45l4d et (P3) on a H [/+ = C/^™+ et Gf^ n = f/^™". 

Lemme. Le sous-ensemble G{Q C A) de G consistant en les g G tels que gQ C A est 
G{ncA) = Un'en{ria=en' NP^). 

Démonstration. gQ C A ^ 3Q' G Q,gQ' C A <^ 3Q' G r2,Vx G 0',5r2; G A <J4> 30' G $7,Vx G 

Définition 5.3. On considère les conditions suivantes : 
(GF+) Gn = U^"'^.U'^'^-.Nn- 
(GF-) Gu = C/^'"~.C/^'"+.iVn. 
(TF) G{ncA) = NGn. 
On dit que $7 a un fixateur transitif il satisfait (TF). 

On dit que O a un assez bon fixateur s'' il satisfait (TF) et (GF+) ou (GF— ). 
On dit que $7 a un bon fixateur s'il satisfait (TF), (GF+) et (GF— ). 

D'après la remarque 14.6b . cette définition ne dépend pas du choix de A"^ dans sa classe de 
VF^— conjugaison. La condition (GF+) ou (GF— ) implique que Gçi = Pq (j4.13l l) ; le groupe 
A'" permute les filtres satisfaisant (GF+), (GF— ) ou (TF) et les fixateurs correspondants (cf. 

mai). 

D'après (P3) et 15.11 un point a toujours un bon fixateur. Mais il existe des ensembles ne 
vérifiant ni (GF+) ni (GF-), cf. l4Â2] 3c. 

Lemme 5.4. Soit Çl un filtre de parties de A. Si^l a un fixateur transitif, alors Gçi est transitif 
sur les appartements contenant $7. 

Démonstration. C'est classique et dans |GR08| Rem. 4.2]. □ 

Conséquence. Alors Gq et tous ses sous-groupes normaux ne dépendent pas du choix de 
l'appartement contenant $7. 

Proposition 5.5. 1) Supposons i7 C i7' C d(0). Si dans A a un bon (ou assez bon) 
fixateur, alors c'est également vrai pour Çl' et Gçi = Nq.Gq', N.Gq = N.Gql En particulier 
tout appartement contenant fl contient aussi son enclos cZ(f7). 

Inversement si A = supp{Vt), le plus petit espace affine contenant Î7, (ou si supp{Q') = 
supp{rL), donc Nçii = Nçi), il. a un assez bon fixateur et il' a un bon fixateur, alors fl a un 
bon fixateur. 

2) Si un filtre Q dans A est engendré par une famille T de filtres (i.e. S ^ Vl ^ 3F G 
T^S G F) avec des bons (ou assez bons) fixateurs, alors il. a un bon (ou assez bon) fixateur 
Gn = [jpizjr Gp. 

3) Supposons que le filtre Q dans A est la réunion d'une suite croissante (i^j)jgN (ï-s. 
S (z il <^ S £ Fi,\/i) de filtres avec de bons (ou assez bons) fixateurs et que, pour un certain 
i, l'espace supp{Fi) a un fixateur fini Wq dans ^{N) = Wya, alors il a un bon (ou assez bon) 
fixateur Gq = fligN ^F'^ ■ 

4) Soient i7 et $7' deux filtres dans A. Supposons que il' satisfait à (GF+) (resp. (GF+) 
et (TF)) et qu'il existe un nombre fini de chambres vectorielles fermées positives C\, ■ ■ ■ , 
telles que : il C Lli=i^n il' + Cf. Alors ilUil' satisfait à (GF+) (resp. (GF+) et (TF)) et 

Gquq' = Gq n Gqi. 
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Démonstration. Voir |GR08| prop. 4.3] □ 

Remarque 5.6. Dans 4) ci-dessus, les mêmes résultats sont vrais si on change + en — . 

Si ri' a un bon fixateur, fi C Ui=i^n ^' + et fi C Di=i^n ^' — C^, alors Q U $7' a un bon 
fixateur. 

Si satisfait à (GF-), satisfait à (GF+), n ou n' satisfait à (TF), C Ui=i,„, n' + Cf 
et Q' C Uî=i^„ fi — C^, alors U fi' a un bon fixateur. 

5.7 Exemples de filtres avec de bons fixateurs 

Pour les preuves manquantes ci-dessous, voir |GR08| sect. 4.2]. 

1) Si X < y ouy < X dans A i.e. si y—x G ézT (cône de Tits), alors {x, y}, [x, y] et c/({x, y}) 
ont de bons fixateurs ( 15. 61 et (P3)). De plus, si x ^ y, ]x, y] = [x, y] \ {x} a un bon fixateur et 
le germe de segment [x,y) = germx{[x,y]) ou le germe d'intervalle ]x,y) = germx{]x,y]) est 
dit préordonné et a un bon fixateur (|5.5I 2). 

o o 

Si x<y ou y<x dans A i.e. si y — x G ±T° (intérieur du cône de Tits), la demi-droite 
ô d'origine x et contenant y est dite générique et a un bon fixateur. En effet ô est réunion 
croissante des segments [x, x + n{y — x)] pour n G N et, si n > 0, ce segment a un fixateur fini 
dans W (car y — x ±T°) ; on peut donc appliquer 15.51 3. De même la droite contenant x et 
y a aussi un bon fixateur. 

2) Une facette locale F^(x,F^), une facette F{x,F'") ou une facette fermée F{x,F^)a 
un bon fixateur. Ici et dans la suite F"" désigne une facette vectorielle et C une chambre 
vectorielle de V. 

3) Un quartier c\ = x + C" a un bon fixateur. 

On notera que le fixateur du quartier q = qx,+oo = ^ + ^/ = HU^"^ = HUq^~^ , 

alors que HU^"" = HU+ = HU++ , car U^"^' = {1} et = if. On a vu en|4l2l3 que C/++ 
peut être plus petit que C Uq"^^ . On peut donc avoir Pq = Gq = HUq"^ ^ HUq"^ = 

HUq = HU+ = U+.Nq. 

4) Un germe de quartier £î = germoo{x + C") a un bon fixateur (|5.5I 2). Le fixateur de 
n±oo = germ^oix =b CJ) est HU^ car tout élément de est un produit fini d'éléments de 
groupes Ua pour a G Par contre [/™'^+ n'est pas la réunion des U^°'~^ pour Q G Qoo, on 
n'a sans doute pas d'action de C?""" sur J^. 

5) L'appartement A lui-même a un bon fixateur Ga = H- Par définition le stabilisateur 
de A est donc G{A C A) = N. Comme le corps K est infini, il résulte alors de 11.61 4 que les 
appartements de ^ sont en bijection avec les sous-tores déployés maximaux de &. 

6) Un mur M{a, k) a un bon fixateur : soit x G M{a, k) et ^ dans une cloison vectorielle 
de Kera, alors M(a,k) est réunion croissante des cl{{x — n^,x + n^,}) dont le support 
M{a,k) a un fixateur fini ({l,î^Q.,fc}) dans WyA, on conclut grâce à 1) ci-dessus et 15.51 3. 
Ce résultat s'étend au cas du support d'une facette sphérique. Le (bon) fixateur de M {a, k) 
est Ua,k-U-a,k-{'^,ra,k}-H. 

7) Un demi-appartement D{a, k) est l'enclos de deux quartiers dont des cloisons sont dans 
M (a, k) et opposées, d'après 3) ci-dessus et 15.51 1. 15.51 4. il a un bon fixateur, qui est égal à 

Ua,k-H. 

o 

8) Si xi <X2 i-e. si X2 — xi G T°, alors cl{F{xi, F'^), F{x2, F2)) a un bon fixateur pour 
toutes facettes vectorielles F^ et F2 de signes quelconques : d'après 2) ci-dessus on peut 
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appliquer la remarque 15.61 aux facettes locales F^{xi, Ff') et F^{x2, F2 ), on conclut grâce à 

9) L'enclos cl{F{x, F^), F{x, F2)) a un bon fixateur dès que les facettes vectorielles F^ 
et F2 sont de signe opposés ou si l'une d'elles est sphérique. En effet le premier cas est clair 
par 2) ci-dessus et la remarque 15.61 Si la facette vectorielle Ff est sphérique, elle est contenue 
dans le cône de Tits ouvert T° (ou — T°), il existe donc une chambre C" et un Ç E F^ tels 
que, Vt > 0, C" contient — Vt pour un voisinage Vt de dans . Alors F^{x, Ff) C x + C^' 
et F\x,F^) C F\x,F^)-C". D'après 2) ci-dessus et la remarque [531 F^(x. F^)U FHx. 1 
a un bon fixateur et on conclut par 15.51 1 . 

5.8 Intersection d'appartements 

Soient A = g.A{T) = g. A un appartement de et x,y G A, la relation g~^x < g~^y 

o 

(resp. g~^x < g~^y) dans A ne dépend pas du choix de g d'après 15^71 5. car stabilise le cône 

o 

de Tits et son intérieur ; on note cette relation x < aV (resp. x< au)- 

Soient j4i, A2 deux appartements de =y et x, y € j4i PI A2 tels que x < AiV- Alors x < 

o 

(car {x, y} a un bon fixateur). On définit donc ainsi une relation < (et aussi < ) sur x cJ^ ; 
on verra en 15.171 que c'est un préordre. Il résulte de 15.51 1 que Ai n A2 contient cl{{x,y}) 
(calculé dans Ai ou A2) et en particulier le segment [x,y] (qui est le même dans Ai et A2) ; 
on dit qu'une intersection d'appartements est convexe pour le préordre < . 

5.9 Extension centrale finie du groupe 

Contrairement aux conventions depuis 4.0, on va modifier le SGR. 

Soit if : S ^ S' un morphisme de SGR libres qui est une extension centrale finie. On 
abrégera &s en (5, 65/ en &' , &^ en 93, etc. 

Alors Y est un sous-module de Y' de même rang, donc V = V et, comme / = /', on 
a g = g', $ = Le morphisme : & ^ est décrit en 11.101 et I1.13| en particulier 
G' = T' .ipiG), ip~^{N') = et le noyau de ip est dans T et même dans H puisqu'il est fini. 

Par construction (|4.2p les appartements affines A et A' sont identiques, les actions v et z^' 
de A^ et A^' sont compatibles et on a les mêmes murs puisque pour a G o = Fa et 

6^(01) C Oî'. Les images u{N) = Wya = W x {Y A) et u'{N') = Wy'a = W x {Y' (g) A') 
sont en général différentes ()4.2I 6). mais on a T = ip~^(T') et A^' = ip{N)T'. 

Pour il C A, les algèbres de Lie qq et q'^ ont les mêmes composantes de poids non nul, 
cf. 12.21 (ce n'est pas vrai en poids nul : si K est de caractéristique positive l'application de 
t)K dans peut même ne pas être injective). Ainsi l'isomorphisme (p de U^°-+ sur U'^°-+ 
(fXT9] 3) induit un isomorphisme de U^^^^ sur [/^'""+ et aussi de [7^""+ sur U^""^, on identifie 
ces groupes. On a les résultats symétriques pour Uq"^~ et C/^™~, etc. Comme les actions de 
A^ et A^' sur A sont compatibles et Keiip C T, on a Nçi = ip-^{Nl^). Pour X G A, on a donc 

= .U^"^- .N;^ = ip{Px)-K et f-HPD = Px car Kerc^ C H C N^. 

Les relations ci-dessus permettent facilement de montrer que l'application Lpxld : G x A — )• 
G' X A passe au quotient en une bijection de la masure =y sur la masure J^'. Cette bijection 
est compatible avec ip et les actions de G et G' ; elle échange les facettes. Comme G' = ip{G)T' 
et N = ip~^{N') les appartements de et J^' sont les mêmes. On identifie ces deux masures. 
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Proposition 5.10. Soient ip : S ^ S' une extension centrale finie de SGR libres et Q un filtre 
de parties de A. Alors Çî a un bon (ou assez bon) fixateur Gq pour G = Gs si et seulement si 
il en a un G'q pour G' = Gg'. Dans ce cas G'q = ip{Gçi).NQ. 

Démonstration. Comme les actions de G et G' sm J' sont compatibles, on a i~p~^{G'çj) = Gq. 

Supposons que est un (assez) bon fixateur (pour le signe +). On a Gq = U^~^ .U^"^~ .N^ 
donc Gn = ^'^0'^) = U^^+ .U^^- .^^^N'^) = U^^ .U^"^- .Nn, d'où (GF+) pour O 
et G. Soit 17' G 17, G{9.' C A) = r\^^^n' NP^ c N'P'^) C ^~^{N'G'ç^) = 

'^-^{N'.U^'^- .U^^) = ip-^{N').U^'^-.U^^ = N.Gn. Donc (TF) est satisfait par le filtre Q 
et le groupe G. 

Supposons que Gçi est un (assez) bon fixateur (pour le signe +). Soit g' € G'{Q C A), 
quitte à multiplier à gauche g' par un élément de T' on peut supposer g' G ^p{G). Donc il existe 
n'en tel que g' G (n^g^' N'P^)n^{G) = H^^n' {N'P^n^{G)) = n,^n' {N'nip{G)).ip{P,) = 
n,^n'^{N).^{P,) = için^^n'NP^) = iç{N.Gn) = ip{N).U^"'- .U^""-^ C N'G'ç,. D'où (TF) 
pour n et G'. 

Pour g' G ce calcul montre que g' G T' .^{N) .U^""'" .U^"'^ = N' .U^"^- .U'^^ . 

Mais C/^-, C/^'"+ sont dans G'^, donc g' G {N' H G'^) .U^^" .U^^"'^ = N'^.U^^- .U^^^ = 
N'çi^.(p[Gçi). D'où (GF+) pour n et G', plus la dernière assertion de l'énoncé. □ 

5.11 Passage au simplement connexe 

1) D'après ll.3l on a une suite d'extensions commutatives de SGR Sa S"^ ^ ^ S qui 
sont successivement centrale torique, semi-directe et centrale finie. On note G^, G^, G*, G les 
groupes correspondants et ^ le composé des morphismes G^ G^ ^ G^ ^ G. 

D'après 15.91 G** et G ont la même masure J^. Par contre Sa et S^ ne sont en général pas 
libres, on considère les actions de G^ et G^ sur via leurs morphismes dans G. 

2) OnaG = V(G^).r ffLÏÏI a^ ; on en déduit aussitôt que le groupe simplement connexe G 
permute transitivement les appartements de J^. Le stabilisateur de A dans G"^ est le groupe 
^-i(iV) = iV^ = Ns^ ffrTÏÏI) et, d'après la construction de|421 z^(iV^) = W = W t< (Q^(g)A). 
Ainsi tout appartement de est muni d'une unique structure d'appartement de type A telle 
que G^ induise des isomorphismes d'appartements (au sens de |R1H 1.13]). 

3) Dans |R1H 6.1 et 6.2] on se place dans le cas <S = iS** (libre) et le groupe Gi qui y est 
défini est égal à G^.H = ^{G'^).H. 

5.12 Paires conviviales 

1) On dit qu'une paire (Fi,i^2) formée de deux filtres de parties de =y est conviviale s'il 
existe un appartement contenant ces deux filtres et si deux appartements A, A' contenant 
Fi,F2 sont isomorphes par un isomorphisme fixant l'enclos de Fi et F2 (calculé dans A ou 

On ne considérera ici que des paires G— conviviales, i.e. telles que les isomorphismes 
d'appartements soient induits par des éléments de G. Une paire (^1,^2) est donc G— conviviale 
dès que n = Fi\J F2 est contenu dans un appartement et y a un assez bon fixateur (car Gçi = 
U^^.U^'^-.Na et U^^, [/^™~ C V(G^) induisent des isomorphismes d'appartements). 

2) Lemme. Soient Fi,F2 deux filtres de parties de A. 

Supposons G = Gf^-N.Gf2, alors pour tous 51,52 € G, giFi et 52-^2 sont contenus dans 
un même appartement. 
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Si G = Gf^-N.Gf2 ou si Fi ou F2 a un fixateur transitif, alors Fi et F2 sont conjugués 
par G si et seulement si ils le sont par N. 

Démonstration. Les conséquences de G = Gfj^.N.Gf^ sont classiques, cf. e.g. |R06| 3.6 et 3.7]. 
La dernière assertion résulte de l5.4l et 15.71 5. □ 

3) Il résulte donc de la décomposition d'Iwasawa l4.7l et de 15.71 4 qu'un filtre étroit dans un 
appartement et un germe de quartier sont toujours dans un même appartement. D'après 15.71 
et 15.51 4 une facette (ou un germe de segment, un germe d'intervalle, une facette locale, une 
facette fermée) et un germe de quartier forment une paire G— conviviale. 

4) Par convexité ordonnée un appartement contenant un point x et un germe de quartier 
n = germao{y + C^), contient le quartier q = x + C^ et son enclos donc son adhérence x + C . 
On en déduit qu'une facette F{x,F'") et un filtre étroit F contenant x sont toujours dans un 
même appartement. Ainsi, d'après [5.71 9. deux facettes F(x, Ff) et F(x, F2) en le même point 
forment une paire G— conviviale dès que F^ et F2 sont de signes opposés ou si l'une d'elles 
est sphérique. 

5) Soient G = F{x, C^) une chambre de A et M (a, k) l'un de ses murs (avec G C D[a, k)). 
Alors Ua^k = Ua,c agit transitivement sur les chambres G' ^ C adjacentes à G le long de 
M{a, k) ; en particulier n'importe laquelle de ces chambres G' est dans un même appartement 
que le demi-appartement D{a,k), cf. |GR08| 4.3.4]. De plus G' et D{a,k) forment une paire 
conviviale : si G' C A, G' U D{a, k) a un bon fixateur H.U^ k+ (|5.7I 7). 

6) On a vu en |GR08| 6.10] que deux points de la masure ne sont pas toujours contenus 
dans un même appartement. C'est pour cette raison que l'on a abandonné le nom d'immeuble 
pour ; une définition abstraite des masures affines n'est pas possible dans des termes 
approchant ceux de |R08| . d'où la définition de |R11| inspirée de |T86| . On reproduit ci-dessous 
cette définition dans une formulation utilisant la notion de paire conviviale. 

Une paire de points ou une paire de facettes de n'est pas toujours conviviale. De plus 
dans l'exemple 14. 121 3c de S'L2, on a trouvé deux points de A dont le fixateur n'est pas assez 
bon. Par contre il est peut-être possible que le fixateur de deux points de A soit toujours 
transitif (donc qu'une paire de points d'un même appartement soit toujours conviviale). 

Définition 5.13. Une masure affine de type A est un ensemble X muni d'un recouvrement 
par un ensemble A de sous-ensembles appelés appartements tel que : 

(MAI) Tout A £ A est muni d'une structure d'appartement de type A (au sens de |R1H 
1.13] i.e. est "isomorphe" à A). 

(MA2) Si F est un point, un germe d'intervalle préordonné, une demi-droite générique ou 
une cheminée solide d'un appartement A, alors (F, F) est une paire conviviale. 

(MA3+4) Si D\ est un germe de cheminée évasée, si F est une facette ou un germe de 
cheminée solide, alors {y{, F) est une paire conviviale. 

(La notion de cheminée, utilisée ci-dessus, ne sera définie qu'en ISTTÏÏI l.) 
La masure affine I est dite ordonnée si elle vérifie l'axiome supplémentaire suivant : 

(MAO) Soient x,y deux points de I et A, A' deux appartements les contenant ; si x < y 
(dans A), alors les segments [a;,y]A et [x,î/]^' définis par x et y dans A et A' sont égaux. 

La masure affine X est dite épaisse si toute cloison de I est dans l'adhérence d'au moins 
trois chambres. 
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5.14 Sous-groupes parahoriques et types de facettes 

1) Si il C A a un assez bon fixateur, on a Gq = {ip{G^) D Gçi)Nçi, puisque Uq^~^ , Uq"^~ , 
...ne dépendent pas du SGR à extension commutative près. En particulier le fixateur Gq de O 
dans G^ agit transitivement sur les appartements de contenant il. On note = ï/j{Gq)H. 
Ainsi Gq = Pq = Pq.Nq. Le groupe = NnP^ = NqDPq a pour image via u le fixateur 
Wn de n dans W. On a aussi P^"^ = P^-N^^ = P^'^-NI^. 

Il est clair que les facettes F = F{x,F^) et F = F{x,F'") ont le même fixateur dans W, 

donc PIP = P4f. 

^ F ^ 

2) Quand Wq = W^*", on note Pq = Pq (qui est alors aussi égal à P^™" et Pq"^)- Cela se 
produit si il. est réduit à un point spécial ou si Çl est une facette spliérique et si la valuation est 
discrète (d'après 14.31 4) ; c'est a priori rare en dehors de ces deux cas d'après |BT72| 7.1.10.2] 
et l4Â2] 4. 

Pour généraliser la définition de |BT72| 1.5.1], on définit un sous-groupe parahorique comme 
le groupe Pp = P-p associé à une facette spliérique F ou F. On parle de sous-groupe d'Iwahori 
si F ou F est une chambre. 

3) Le type global affine d'un filtre de qui a un assez bon fixateur (en particulier une 
facette) est son orbite sous G^. Dans un appartement Ade deux filtres (assez bien fixés) ont 
même type si et seulement si ils sont conjugués par le groupe de Weyl Wa de A {cf. le 1). I5.12I 2 
et 15. 111 2). Pour les facettes (ou les filtres étroits assez bien fixés) la relation "avoir le même type 
global affine" est la relation engendrée par transitivité à partir des relations précédentes dans 
les appartements. En effet, étant données deux facettes Fi,F2 il existe toujours un quartier 
q et des appartements Ai,A2 contenant q et respectivement Fi,F2 {cf. 15.121 3) ; de plus q 
contient forcément un VF^.— conjugué de Fi. 

Le type global affine d'une facette coïncide donc avec le type habituel dans le cas d'un 
immeuble affine discret. Mais en valuation dense et si on suppose A essentiel, le type global 
affine d'une facette locale F^{x,F'") est la donnée de l'orbite W.x de x et de l'orbite de F"" 
sous Wx (c'est à dire du type (vectoriel) de F^ si x est spécial). 

5.15 Cheminées 

1) Une cheminée dans A est associée à une facette F = F{x,Fq) (sa base) et une 
facette vectorielle F" (sa direction), c'est le filtre r(F,F^) = cl{F + F"") = cl{F + F"") = 
cl{F^{x, F^) + F'')dF + T". 

La cheminée t{F,F'") est dite évasée si F^ est sphérique, son signe est alors celui de 
F'". Cette cheminée est dite solide (resp. pleine) si la direction de tout sous-espace affine la 
contenant a un fixateur fini dans (resp. est V). Une cheminée évasée est solide. L'enclos 
d'un quartier est une cheminée pleine. 

Si Fq = F'" la cheminée t{F{x, F^), F'") est l'enclos de la face de quartier x + F"" ; cette 
face est dite sphérique si F'" est sphérique.. 

Un raccourci de la cheminée t{F,F^) est défini par un élément ^ € F , c'est la cheminée 
cl{F + Ç + F"). Le germe de la cheminée x{F,F'') est le filtre 9=t(F,F'') = £?ermoo(r(F, F")) 
formé des parties de A contenant un de ses raccourcis. 

Si F^ est la facette vectorielle minimale, on a t{F,F'") = 9^(F, F") = F. 

2) A la facette vectorielle F" est associé un sous-groupe parabolique P{F'") de G avec une 
décomposition de Levi F(F*') = M{F'") ix U{F'"). Le groupe M[F^') est engendré par T et les 
[/„ pour a e $ et a{F'") = 0, cf. |Rin 6.4] ou |Rin2l 6.2]. 
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Si = F^(J) = {v eC) \ aj{v) = 0,Vi € J} pour J C I {cf. SU, le groupe M(F^) 
est clairement un quotient du groupe de Kac-Moody minimal &gçj-^{K) = G{J) (notations de 
KÏÔh . D'après la remarque KW\ et l3Â3l on a en fait égalité : M(F^) = G{J). Ce groupe G{J) 
induit sur A une structure d'appartement A( J) dont les murs sont les M(a, k) pour a € A(J) 
et A; G A. 

L'enclos correspondant clj{F) de la facette F est une facette fermée de A(J), on note 
M{F,F^) son fixateur dans M{F'") = G{J). Cette construction se réalise aussi si F'" est une 
autre facette vectorielle ou si F est réduit à un point F = {x} (ou F = F{x,F^)). 

Le sous-groupe "parahorique" de G associé à r est le produit semi-direct P^{t) = 
M {F, F"") K U{F'"). Il ne dépend en fait que du germe 9^(F, F""), on le note donc aussi P^(ÎR). 

Les résultats suivants se démontrent comme dans |R1H § 6]. 

3) Proposition. Le groupe P'^(9^) fixe (point par point) le germe de cheminée ÏR. 

4) Proposition. Soient ÎHi et 9^2 deux germes de cheminées de A avec évasé, alors 
G = P^'{^^l).N.P^'{^2)■ 
h) Proposition. Une cheminée solide et son germe ont de bons fixateurs. Il en est de même 

pour une face de quartier sphérique x + F^ et son germe (à l'infini) ; le fixateur (point par 
point) de germoo{x + F^') est M{x, F'').U{F''). 

6) Proposition. Soient IHi un germe de cheminée évasée et 9^2 un germe de cheminée 
solide ou une facette dans A, alors £Hi U £H2 cl un assez bon fixateur ( et même un bon fixateur 
si 9^2 6si évasé). 

7) Remarque. On obtient donc de nouvelles paires G— conviviales dans : un germe 
de cheminée évasée et un germe de cheminée solide ou un germe de cheminée évasée et une 
facette. Cela permet en particulier de définir des rétractions de ^ sur un appartement A avec 
pour centre un germe de cheminée évasée pleine de A (par exemple un germe de quartier) 
[Rlll 2.6]. 

Théorème 5.16. La masure affine construite en \5.1\ est une masure affine ordonnée épaisse 
au sens de JRTJ]/ ou \5.1!â Elle est semi-discrète si la valuation u de K est discrète. 

Démonstration. L'axiome (MAI) résulte de l5.11l 2 et (MA2) résulte de ce que l'on a vu en 15.71 
ou 15.151 5 : les filtres impliqués dans (MA2) ont de bons fixateurs. Enfin (MA3+4) résulte de 
15.151 7. Les dernières assertions se montrent comme dans |R1H 6.11]. On notera cependant que 
l'épaisseur d'une cloison est le cardinal du corps résiduel de K et donc peut être finie dans 
notre cas, plus général que celui de |GR08| . □ 

Remarques 5.17. 1) La masure a donc toutes les propriétés démontrées dans |R11| . un 
certain nombre d'entre elles ont déjà été prouvées ci-dessus. On obtient cependant au moins 

o 

deux propriété intéressantes supplémentaires : les relations < et < de 15.81 sont des préordres 
(elles sont transitives) et les résidus en chaque point de ont une structure d'immeubles 
jumelés. 

2) On notera les propriétés de l'action du groupe G : il est transitif sur les appartements 
et tous les isomorphismes entre appartements dont l'existence est exigée par les axiomes 
de |R11| ou 15.131 sont induits par des éléments de G. On peut dire que l'action de G est 
fortement transitive. Dans le cas classique d'une action de groupe sur un immeuble affine 
discret, cette notion de forte transitivité entraîne clairement la notion classique (et lui est sans 
doute équivalente). 
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Proposition 5.18. Les immeubles jumelés à l'infini associés à la masure en ]R11\ § 3] 
s 'identifient ( avec leurs appartements et leur action de G) aux immeubles jumelés de G définis 
par J. Tits H1.61 5). 

L'immeuble microaffine positif (resp. négatif) à l'infini associé à la masure en JRTJI § 
4] s'identifie (avec ses appartements et son action de G) à l'immeuble microaffine de JRO0/ 
(dans sa réalisation de Satake) associé à G et à la valuation u de K (resp. l'analogue obtenu 
en changeant le cône de Tits en son opposé). 

Remarque. Cyril Charignon construit directement dans |ChlO| un objet immobilier conte- 
nant J^, les immeubles microaffines ci-dessus et d'autres masures affines associées aux sous- 
groupes paraboliques non sphériques de G. C'est la généralisation au cas Kac-Moody de la 
compactification de Satake (ou compactification polyédrique) des immeubles de Bruhat-Tits. 
Cette dernière a été construite abstraitement (sans l'aide d'un groupe) dans |Ch08| . 

Démonstration. On identifie facilement l'appartement canonique (et son action de A^) d'un 
immeuble de |R11| avec celui qui doit lui correspondre, cf. |R1H 3.3.3 et 4.4]. Il reste donc à 
identifier les fixateurs de points de ces appartements. 

Le fixateur de la facette vectorielle (sphérique) F^' dans l'immeuble de 11.61 5 est le sous- 
groupe parabolique P{F'") engendré par T et les pour a{F^) > 0. Il est clair qu'un 
élément de chacun de ces groupes transforme une face de quartier de A de direction F^ en 
une face parallèle (dans =y). Ainsi P{F^') fixe la classe de parallélisme des faces de quartier 
correspondant à F'". 

Un point de l'appartement A'* de l'immeuble de |R06| est de la forme = {F"" ,y) avec F"" 
une facette vectorielle sphérique positive de V, {F^') l'espace vectoriel engendré et y G V/{F^) 
[l.c. , 4.2]. On lui associe le germe (à l'infini) de la face de quartier y+F'" pour y € y. Le fixateur 
de est engendré par U{F'"), le groupe M{x,F'") et le sous-groupe de T induisant dans A 
des translations de vecteur dans {F"") [l.c. , 4.2.3]. Les deux premiers groupes engendrent le 
fixateur point par point du germe de la face de quartier y + F'" (|5.15I 5) et le troisième groupe 
stabilise évidemment ce germe. 

Ces inclusions entre les fixateurs de points permettent de définir des applications surjectives 
et G— équivariantes des immeubles de 11.61 5 ou |R06| vers les immeubles correspondants de 
|R11| . Mais un point x et son transformé gx sont toujours dans un même appartement et les 
applications ci-dessus sont injectives sur les appartements. Les inclusions entre fixateurs sont 
donc des égalités et on a bien les identifications d'immeubles annoncées. □ 

5.19 Immeubles et groupe de Kac-Moody maximal 

Le groupe G^^^ n'agit pas sur la masure affine ,y. Par contre, d'après 13.181 il agit sur 
l'immeuble vectoriel J^]^. 

Le groupe G agit sur l'immeuble microaffine positif J^^* de |R06| § 4] (dans sa réalisation de 
Satake) qui est réunion disjointe d'immeubles indexés par les facettes sphériques positives. Plus 
précisément, à une telle facette F^ on associe l'immeuble de Bruhat-Tits (non étendu) J^{F^) 
du groupe réductif M{F'") sur K. Le groupe U{F'") agit trivialement sur ^{F^) et G permute 
les J^{F^) selon son action sur : Un germe de cheminée ou de face de quartier = $H(-F, F^) 
correspond à une facette ou un point d\oo de J^(F^). Le fixateur (point par point) de cette 
facette ou ce point ^R^o pour l'action de G sur J^j''' est ZM{F'").M{F,F'").U{F'') avec les 
notations de 15.151 2 et ZM{F^') le centre de M{F^). Ce fixateur de D'ioo est donc plus grand 
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que P'^{y{) qui est le fixateur (point par point) de 9^ (|5.15I 3) et (par définition) le fixateur 
strict de 9^oo- 

Le fixateur de la facette spliérique positive F^' pour l'action de G^'^ sur est ppma^pv^ _ 
M {F'") K ;7™»+(F'') [cf. et ESI). On Peut donc prolonger l'action de G sur Jl^"" en une 
action de G^""" : 

ppma(^pv^ agit sur J'{F'') via M(F'') z.e. C/"^«+(F'') agit trivialement. Le fixateur dans 
Qpma comme ci-dessus est ZM{F'').M{F, F'').U""'+ (F'') ; il contient le groupe P^ma{^) 

= M{F, F'").U"^"-^ {F'") que l'on appelle encore fixateur strict de D\oo pour l'action de G^"^"- 
(même si ce n'est pas justifié par une action sur qui contient le filtre $H). 

Pour deux germes de cheminées évasées positives et la démonstration dans |R1H 
6.7] de la proposition I5Â5I 4 se généralise : G?""" = P^ma{'l>^i)-N.P^ma{^2)- 

N.B. Dans |R06| 4.2.1] on peut modifier le quotient en envoyant F"" x Ijj sur par la seconde 
projection. On obtient une réalisation géométrique J^i^^ , de Satake au sens fort, de l'immeuble 
microafîine, sur laquelle G et G^^"" agissent. Alors le fixateur strict P^{yV) (resp. Pp-mai^^)) 
est le fixateur de C C ^^f"^ pour l'action de G (resp. GP"'"). 



6 Appendice : Comparaison et simplicité 

Pour la construction des masures nous avons plongé le groupe de Kac-Moody &s dans le 
groupe de Kac-Moody maximal à la Mathieu (Ô^"". Plaçons nous sur un corps quelconque k et 
notons G = <Ôs{k), G^"^"" = &^°'{k), etc. Alors GP™" apparaît comme le complété de G pour 
une certaine filtration. D'autres groupes maximaux ont été définis par Rémy et Ronan |ReR06| 
ou Carbone et Garland |CG03| à l'aide d'autres filtrations, on va essayer de les comparer en 
tirant parti des résultats des sections [2] et |3j 

Par ailleurs Moody, dans un preprint non publié |Mo82| . a démontré la simplicité d'un 
groupe analogue à C*""" en caractéristique G. Là encore on va utiliser les sections |2] et |3] pour 
montrer dans certains cas la simplicité d'un sous-quotient de C?""" (théorème I6.19p . 



6.1 Le groupe complété à la Rémy- Ronan 

1) Ce groupe est l'adhérence de l'image de G dans le groupe des automorphismes de 
son immeuble positif J^^ |ReR06| . Il contient donc le quotient de G par le noyau Z'{G) = 
Hg^G gB~^g~^ de l'action de G sur cet immeuble. Ce groupe Z'{G) est en fait le centre de G : 
Z'{G) = Z{G) = {t G T I ai(t) = l,Vî G / } ([L6l5 et |R,eRn6l lemma IBl]). 

On va s'intéresser plutôt à une variante de G"' définie par Caprace et Rémy |CaR09| 1.2]. 
Ce groupe G'^^^ contient G et le groupe G^^ en est un quotient. 

2) Pour r G N, soit D{r) (resp. C(r)) la réunion des chambres fermées de l'immeuble J'^ 
(resp. de son appartement standard A") qui sont à distance numérique < r de la chambre 
fondamentale Cq. Les fixateurs C^^j-^) et U'^^^-^ de D{r) et C(r) dans = il^(/c) forment 
deux filtrations de qui sont exhaustives (f^^^Q^ = ^c[0) ~ séparées (le système de 
Tits (G, B+,N, S) est saturé Le. le fixateur de A'' dans G est T [ROHl 1.9] et T n C/+ = {1} : 
11.61 5). De plus est le plus grand sous-groupe distingué de contenu dans U'^^^y 

Les deux filtrations sont en fait très liées car, d'après |CaR09| 2.1], il existe une fonction 
croissante r : N N tendant vers l'infini telle que, pour a G Ua C U^^j^^ =^ Ua C 
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3) On définit de la même manière des fixateurs U^^i^ et U^^^, pour l'action de U"^<^+ sur 
()3.18p . Les filtrations correspondantes de JJ^"''^ sont plus différentes : l'intersection des 

U^^l^ contient les groupes il^f^(fe) pour a S A+„ ( le système de Tits (G^™", 5"^"+, iV, 5) est 

rarement saturé) et celle des U^^^ est souvent triviale (cf. 16. 5p . 

4) Le groupe [7''^+ est le complété de pour sa filtration par les U^^^y Plus généralement 
le groupe C^^^ est le complété de G pour sa filtration (non exhaustive) par les f^^(^) ; il est 
muni de la topologie correspondante. En particulier f/''^+ est ouvert dans G'^^'^. 

Le groupe G^*" est le séparé-complété de G pour la filtration par les fixateurs G£)^r) C B^. 
C'est un quotient de G'^"' par un sous-groupe Z'{G^^^) contenant Z{G) {cf. 1) ) ; il contient 
[/'■'■+. Si le corps k est fini, Z'(G'='^^) = Z{G) |CaR09[ prop.l]. 

6.2 Le groupe complété à la Carbone-Garland 

Soit A € X'^ un poids dominant régulier (i.e. X{a^) > 0, Vî G /). On considère la 
représentation ttx de G ou G^"^"" (de plus haut poids A) dans = Lz{X) (8) k (|3.7I 1). Le 
groupe C^^^ défini par Carbone et Garland |CG03| est le séparé-complété de G pour la filtration 
définie par les fixateurs de parties finies de V^, i.e. par les fixateurs de sous-espaces vectoriels 
de dimension finie de V^. Pour n € N soit V{n) la somme des sous-espaces de V'^ de poids 
A — a avec a G et deg{a) < n. Ainsi C^^^ est le séparé-complété de G pour la filtration 
définie par les fixateurs de V{n). 

Cette filtration n'est pas séparée : n„ (^^(.n) = Kervr;^. Si v\ est un vecteur de plus haut 
poids et si (7 S KerTr^, il fixe v\ et Si{vx) Vî G /, donc est de la forme g = tu avec t T, 
n G C/+ et X{t) = Si{X){t) = 1. Mais Si(A) = A - \{a^)ai et A(a,^) / 0, donc A(t) = ai(t) = 1 
\/i G I : t G Z(G)nKer(A) (|1.6I 5). Inversement Z(G)nKer(A) agit trivialement sur V^, donc 
KervTA = (Z(G)nKer(A)).(J7+n KervTA). On verra plus loin que U+n KervTA = {1} (f0 4). 

Si l'on veut une filtration séparée et donc plonger G dans son complété, on modifie la 
construction en faisant agir G sur la somme directe V^^ © • • • © V^'' où Ai, • • • , A^ engendrent 
X ; on note alors V{n) la somme des V{n) correspondant aux différents facteurs. Le complété 
de Carbone-Garland modifié G"^^™ ainsi obtenu est donc défini par une filtration contenue 
dans [/+, celle des = PI Gv{n)- 

Pour comparer G'^^™ et G'^^^ on va comparer cette filtration sur avec celle des U^^^y 

On note U'^^'^ le séparé complété de pour la filtration par les Uy^^y 

6.3 Comparaison 

1) D'après [3.21l3.3l et l3.41 1]"^°-+ est complet pour la filtration par les sous-groupes distingués 
jjrna+ ^ ^^^^'^^^(A;) OÙ ^{n) = {« G A+ | deg{a) > n}. On note JJ^ l'adhérence de C/+ dans 
jjma+ pQ^^j. topologie associée ; c'est aussi le complété de pour la filtration par les 

2) Pour z G / et a G A+ \ {«i}, on a Si{a) G A+ et deg{si{a)) < (1 + M)deg{a), où M est 
le maximum des valeurs absolues de coefficients non diagonaux de la matrice de Kac-Moody 
A. Ainsi ^^^^^^/^ C Si{U^'^~^) C ^nj^îi^M) ^* ™ automorphisme du groupe topologique 



3) Dès que deg{a) > (1 -1- M)"^, on a deg{si-^. ■ ■ ■ .Si^{a)) > ^^_^j^^d pour toute suite 
il, - ■ ■ ,id G /. On en déduit que, pour n > {1+ Mf, ^7™"^+ est dans le conjugué de [/"*'^+ 
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par Si^. • • • .Si^ et donc U^^^^ fixe C{d) pour l'action de GP""" sur J^^^. On a U^^^^ C et 
même C car U^''+ est distingué dans En particulier C/+ C U^^^^ C C/+(^). 

4) Vue la forme de l'action de ^7™"^+ C sur F^, on a C C/{7(''„|. Par ailleurs, 
pour b G et il, • • • , i<i € /, le fixateur de b-Sj^. • • • .Si^{vx) dans [7'"'^+ est dans [7"*'^+ n 
b-sii-- - .si^^ma+^ c'est à dire dans le fixateur (dans de è.Sj^. • • • .Si^(Co). Comme en 2) 
ci-dessus on montre que le poids de Sjj . • • • .Si^ (vx) est A — a avec deg{a) < -^((1-1- M)'^ — 1) 
si M' = Max{X{a^) | i € /}. Donc, si u € Uy^^ avec n > ^(1 + M^, u fixe toutes les 
chambres de la forme 6.Sj^. • • • .Si^{Go), c'est à dire les chambres de D{d). 

Ainsi [/„7+ C C et C C/+ C C/+ pour n > ^1(1 + m)^. Comme 

la filtration par les U^^^-^ est séparée, il en est de même de celle par les Uy^^^ ; en particulier 
C/+n KervTA = {!}. 

5) De ces comparaisons de filtrations on déduit des homomorphismes continus : 

(p : [7+ y U^^~^ — 5- U"'+ ■ Le problème de la comparaison des groupes [/™"+^ Î7'^9+ et 

U^'^~^ se traduit donc en deux questions : A-t'on = JJ'^ ? (voir 16.101 et 16.11]) 

(/), 7 et p sont-ils des isomorphismes de groupes topologiques ? (voir 16.71 à 16. 9p 
Si k est un corps fini, [7™-'^+ et donc sont compacts. Comme U^^~^ et [7''^+ sont 
séparés, les homomorphismes (p, j et p sont surjectifs, fermés et ouverts. Ce sont donc des 
isomorphismes de groupes topologiques si et seulement si ils sont injectifs. 

6) Remarques a) La filtration (U^°'~^)n£'N de permet de définir une métrique 
invariante à gauche sur G^"^"", pour laquelle G^"^"" est complet et dont les boules ouvertes 
sont les gU^°'^ . D'après la décomposition de Bruhat, le fait que U^"-+ <\ qi relation 
de 2) impliquant les Sj, cette métrique est équivalente à celle, invariante à droite, dont les 
boules ouvertes sont les U^"'~^g. Ainsi G'P"*'* est un groupe topologique, dans lequel U^°-+ est 
ouvert. L'adhérence G de G dans G^"^'^ est le séparé-complété de G pour la filtration induite. 

b) Comme G, G'^^^ et G"^^'' sont des séparés-complétés pour les filtrations dans f/"*" de 4) ci- 
dessus, les homomorphismes de 5) ci-dessus se prolongent en (p : 'g ^ ? (^cff^ J!. (^crr . 

Par définition Kercp = 17"^ n Z'{GP"''') où Z'{GP'^'') = ngecp--- 95"^"+ g'^ est le noyau de 
l'action de G^'^"' sur l'immeuble J^^. 

c) Le groupe Z(G) s'envoie trivialement dans G^^. D'après les calculs de l6.2l on a donc un 
homomorphisme continu G'^^^ — )> G^^. Celui-ci est surjectif, fermé et ouvert si le corps est fini 
(résultat de U. Baumgartner et B. Rémy cf. |CER08| Th. 2.6]). 

Proposition 6.4. Les centres Z{G), Z(Gî"^°) ainsi que Z'iGP^"") = n^gcp-- 

vérifient Z{G) C ^(0*""") C Z^GP"^") et Z'(Gî""") = Z(G).(Z'(GP™") n C/™"+), Z(GP™") = 

Z(G).(Z(GP'^") n [7'"'^+). De plus Z'(GP™") n est distingué dans GP"'". 

Démonstration. Comme Z{G) centralise U^"-+ il est contenu dans Z{GP"^^). Mais est 
égal à son normalisateur (car il fait partie d'un système de Tits) on a donc Z{GP^'^) C 
et même Z{GP'^'') C Z'{GP'^''). Soit h G Z'(GP""°). On écrit h = tu avec t € T et -u G C/""'^+. 
Soit z € /, on peut alors écrire u = exp{aei).v avec a k et v € -^A+VIa }(^)' Soient 
X e k et yx = exp{\fi), alors yxhy^^ = t.exp{{ai{t) - l)\fi).yx.exp{aei).yl^ .yx.v.y^^ avec 
yx-v.y'^^ € ^A+\{o }(^)' calcul rapide dans SL2 montre alors que yxuy^^ G jjma+ \f\ ^ jç 
si et seulement si a,(t) = 1 et a = 0; donc t € Z{G) et Z'iGP^"") C Z{G).U^''+. 

Cette dernière assertion montre que le groupe Z'{GP'^'^) nC/"^"+ est normalisé par les U-ai 
(pour i £ I) ; comme il est normalisé par B"^"'~^ , il est distingué dans GP^"". □ 
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6.5 GK-simplicité 

On dit que l'algèbre de Lie = 9s k est simple au sens du théorème de Gabber-Kac 
(ou GK-simple) si tout sous— ZY^— module gradué non trivial de contenu dans est réduit 
à{0}. 

De même on dit que le groupe G^"" est GK-simple si tout sous-groupe distingué de G'P'"'' 
contenu dans est réduit à {1}, Le. si Z'(Gî""") n C/™''+ = Q,gN C/j^'^'J,"]" = {1} ou si 

^i^Qpma^ = Z(G). On espère que G*""" est toujours GK-simple (voirEJll ouiS]). L'assertion 
correspondante pour G est toujours satisfaite (|6.1I 1). 

Remarque. En caractéristique 0, Qk est GK-simple dans le cas symétrisable (et même conjec- 
turalement dans tous les cas). Mais, comme me l'a indiqué O. Mathieu, cela n'implique pas la 
GK-simplicité en caractéristique p; voir ci-dessous l'exemple des lacets de SLn (|6.8p . On voit 
facilement que g^. est GK-simple si et seulement si Va G tout X E tel que, Vj S /, 

Vg G N* ad{fj^^)X = est forcément nul. L'ensemble de ces X G g^^ est déterminé par des 
équations linéaires à coefficients entiers indépendantes de k. Si gc est GK-simple, un déter- 
minant déterminé par ces équations est non nul. Ainsi la condition ci-dessus est vérifiée pour 
Qka si la caractéristique p de A: ne divise pas ce déterminant. Malheureusement est vide 
ou infini, on pourrait donc avoir g^ non GK-simple quelque soit la caractéristique. Par contre 
dans le cas affine on n'a qu'un nombre fini de déterminants à considérer car il y a périodicité 
des espaces radiciels imaginaires. En effet, pour le type affine Xn \ g^ = Qa/ centre est réalisé 
comme sous-algèbre de Lie de 5^C[t, où s est l'algèbre simple de type X„ ; d'après |Ka90| 
(resp. les calculs explicites de |Mi85| ) g^ (resp. (g^)z) est stable par multiplication par t^^. 

Si la matrice de Kac-Moody A a tous ses facteurs de type affine (ou de type fini), alors g^ 
est GK-simple si la caractéristique p de k est assez grande. 

Proposition 6.6. Supposons g^ GK-simple et k infini. Soit u G U^°-^ \ C^^i" avec n > 1. 
Alors il existe j E I et y e U-a - tels que yuy~^ ^ j^ma+ ^^^^ ^ _ -^j yuy~^ G \ U^'^~^ 

(sin>2). 

Démonstration, {cf. |Mo82| prop. 8] en caractéristique 0) 

On calcule dans l'algèbre i/^(A+) = Uj^ qui est graduée par les poids dans Q'^ et le 
degré total dans N I^7Ï3\ 2) et aussi dans ZÎ|'(sj(A+)). Soit u G C/™"+ \ C/^"i+ C ZÎfc(A+) ; sa 
composante Un de degré n est dans l'algèbre de Lie g^. Soit a G A^ de degré n tel que la 
composante Ua de Un sur g^Q soit non nulle. Comme g^ est GK-simple, il existe J G / et g > 1 
tels que adf^'^^Ua 7^ (sinon ad{Uk)ua est de plus bas degré n). 

Si ra = 1, on a a = aj, u = exp{ua)u' avec u' G ^A+\{a }(^)' V ~ ^^Pfj^ alors 
yuy~^ = y.expua.y~^ .y.u' .y~^ avec y.u'.y"^ G -^a+XI» }(^) ®* y.expua-y~^ ^ j^ma+^ Donc 

Si n > 2, li G ^A+\{o }(^) '"^ groupe est normalisé par U-a- (contenu dans il™^A+)(^)) 

c/. 13.31 Soient X G k et yx = exp{Xfj) G U-a^, alors yxuy'^^ G [7™-'^+ vaut XlmeN A™a(i/j™''u 
(voir la démonstration de 12. 5p ; sa composante de poids a — qaj est donc égale à la somme 
finie X]^>g X^adf^^^ Ua+{m-q)aj^ où Ua+{m.-q)aj est la composante de poids a-|- (m — q)aj de 
u dans u{{A+). 

Cette composante de y\uy^^ s'exprime comme un polynôme en A dont le terme de degré 
q est non nul. Comme k est infini, il existe un A G /c tel que ce polynôme soit non nul et donc 
y\uyx^ ^ U^°'~^ , puisque sa composante de poids a — qaj est non nulle. □ 
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Proposition 6.7. Supposons GK-simple et k infini. Alors (p, ■j et p sont des homéomor- 
phismes. Ainsi G, G^^™ et G^'^'^ sont des groupes topologiques isomorphes (et de même pour 
Tî^, U''s+ et U"'+). 

Remarque. On verra en l6.9l 4 que 'j : G ^ (^cgm isomorphisme sous la seule hypothèse 

que Qk est GK-simple. 

Démonstration. Soit u € U^"'~^ \ U^^^ avec n > 1. D'après la proposition 16. 61 il existe m < n, 

jl, ■ ■ ■ ijm & I et Ui € U-aj^ tels que Um- • • • .Ui.U.{Um - ■ ■ ■ -Ul)"^ ^ J^ma+^ jyjg^-g j^ma+ 

fixateur de la chambre fondamentale Cq, donc u ne fixe pas la chambre {um.- ■ ■ ■ .ni)~^Co qui 
est à distance < m de Cq (on a une galerie Cq, (ui)~^Co, {u2.ui)~^Co, ■ ■ ■)■ On a donc montré 
que U^^^ C pour r S N. Avec les inclusions inverses prouvées en 16.31 4. on voit que les 

trois filtrations sont équivalentes et donc 0, 7 et p sont des homéomorphismes. □ 

Exemple 6.8. On considère la matrice de Kac-Moody A de type Am-i avec m > 3. Pour un 
bon choix du SGR S, on obtient des algèbres et groupes de lacets : = 5lm{k) ^fc k[t,t~^], 
G = SL,n{k[t,t-^]), Qk = sUk) m) et GP-'^ = 5L„(fc((t))). 

Si la caractéristique p de k divise m, contient toutes les matrices scalaires. Celles-ci sont 
clairement annulées par ad{Uk) et sont contenues dans si le scalaire est dans tk[t]. Donc 
n'est pas GK-simple dès que p divise m ; il est facile de voir que la réciproque est vraie. 

Notons V = k"^ et 

^1) ■ ■ ■ ; sa base canonique. Soit R — ^[[i]], on considère les réseaux 
Vb = -Rei © • • • © R£m, 14 = fei © • • • © Rem-1 © Rtem,- ■ ■ , = Rei © Rte2 © • • • © Rte^, 
Vm = tVo et de manière générale Vam+b = f^Vh pour a, 6 G Z. Alors iJ™<^+ est le stabilisateur 
dans G"^"" de tous ces réseaux et il est assez facile de voir que U^""^ = {56 Qpma | j^^yr 
Vi+nVz € Z} pour n > 1. Egalement UJJJ^^'^ est formé des matrices à coefficients dans R 
congrues à l'identité modulo et à une matrice triangulaire supérieure modulo t"^^. 

Le groupe ne contient pas de matrice scalaire. Mais si p divise m, on peut trouver 

dans U^^'^ \ U^^^^^ une matrice diagonale u dont tous les coefficients sont égaux modulo t^". 
Si y = exp{Xfj), alors yuy~^ a les mêmes coefficients que u sauf un (colonne j, ligne j + 1) 
qui est dans t^'^R, donc yuy~^ £ U^^'^. La conclusion de la proposition 16.61 n'est pas vérifiée. 

Les sommets de l'appartement standard A'" sont associés aux réseaux de la forme Rt"'^ei © 
£rn- Ainsi le fixateur d'une partie finie de est formé des g G Qpma stabilisant un 
nombre fini de tels sous-modules. On en déduit facilement que la filtration de G'^^'^ par les 
^^C{r) équivalente à la filtration par les B^"'^{n) = {g = (gij) G SLm{R) \ Qij S f^R^^li 7^ 
j}. ' 

Notons C/™''+[n] = J7™"+ n (n^"^^ (exp /i)5™'^+(n)(exp - fi)). On calcule facilement 
que [n] est formé des matrices g = (gij) S SLm{R) telles que gij € t^R^Mi ^ j et 

ga — gj+i^j+i G f^R^Mi < m — 1. Ainsi g"l G 1 -|- f'R et gn € 1 -|- îR. Si p^ est la plus grande 
puissance de p divisant m, on en déduit que gn — 1 € f^^^^R; donc U"^"''^[n] C U^'^J'^^- 
Comme la filtration par les U'^^p^ est plus fine que celle par les C/'""+[n], on déduit de 
l'inclusion précédente et de celles prouvées en 16.31 4 que toutes ces filtrations sont équivalentes. 
La conclusion de la proposition 16.71 est vérifiée même si n'est pas GK-simple. On a aussi 
Z'(GP"") = Z{G) : GP"'" est GK-simple. 

Remarques 6.9. 1) On a vu au cours de la démonstration de la proposition 16. 71 que, si g^ est 
GK-simple et k infini, les filtrations de ^7'^'^+ par les ^7™"+, Uy^^ ou U'^^^ sont équivalentes. 
En particulier G?""" est GK-simple : Z^GP"^") = Z{G) {cf. |Mo82[ prop. 8] en caractéristique 
0). 
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2) Si GP"^" est GK-simple ou plus généralement si Z'(G^™''^)nG = Z{G), l'homomorphisme 
(j) : G (^crr gg|. ij^jggi^if (|6.3| 6.b). Si de plus k est fini, on en déduit que (f> : U'^ ijrr+ 
et 7 : [/ — 7> U^^~^ sont des isomorphismes de groupes topologiques (|6.3I 5) ; ainsi les groupes 
topologiques G, G'^^^ et G^"' sont isomorphes. Inversement pour k fini, l'isomorphisme de G 
et G^'^^ implique que Z'{GP^^) DG = Z{G) (|6.1I 4) ; si la caractéristique de k est grande, cela 
implique que G'p™'^ est GK-simple (|6.1ip . 

3) Si jamais Qk n'est pas GK-simple en caractéristique 0, on peut montrer que G"^"" n'est 
pas GK-simple ; en particulier G^^'^ et G^'^^ ne sont pas isomorphes. 

4) Supposons GK-simple. Soit k' un corps contenant k. On considère l'immeuble J^]^{k') 
de & sur k' , il contient J^^. On note D'{r) la boule de J^^{k') de centre Cq et rayon r et C^j^*'"^) 
son fixateur dans [7™<ï+. Les groupes Uy^_^ et C^]^,"^^ sont les intersections avec 1}"^°-+ 
des groupes analogues à ^7^"+, Uy^^ et C/j^^M "^^"^ 11™"+ (A;')- Si k' est infini la démonstration 
de O prouve que [7];',^+ C f/,7+ C ^7™-^+ C C [7™^+ si r > ^1(1 + M)'^. Notons 
UrTi+ (^j.ggp^ (^crri) jg complété de C/+ (resp. G) pour la filtration par les U^,^^-^ = C/+ n ?7]5','^+). 
Alors les groupes G, C^^™ et G'^^''* sont des groupes topologiques isomorphes (et de même 
pour {7^, U'^^^ et U^"^). En particulier U^^^+ et G'^^'^* ne dépendent pas du choix du corps 
infini k' contenant k. 

5) Supposons Qk GK-simple. S'il y a injection continue du groupe U"'^ associé à k dans 
celui associé à l'extension infinie k' (hypothèse raisonnable mais non évidemment vérifiée) 
alors 4> est un isomorphisme de groupes topologiques et G'^^^ = G'^^", ijrr+ _ jjm+ ^ 



6.10 Comparaison de [7™"+ et U 

Il s'agit de savoir si est dense dans U"^"-+ ^ c'est à dire si [/"*'^+ est topologiquement 
engendré par les sous-groupes radiciels Ua pour a € . On va répondre par un contre-exemple 
et une proposition assez générale. 

/ 2 —m\ 

Contre-exemple. On considère la matrice de Kac-Moody ^ = ( 2 ) m > 3 

et G = &s^{¥2)- On note a, (3 les racines simples, e (resp. /) une base de Qa (resp. de 
0^) sur A; = F2 et o = exp{e) (resp. b = exp{f)) l'élément non trivial de Ua (resp. Up). 
D'après |Ka90| exer. 5.25] les plus petites racines de sont a, /3, a -|- m/3, /3 -|- ma tandis que 
(3 + a, (3 + 2a, • • • ,13+ {m — l)», a + 2/3, ■ ■ ■ ,a + {m — 1)(3 sont des racines imaginaires. De 
plus P + ra ou a + r/3 n'est pas une racine pour r > m. 

Soit ^ l'idéal de A"^ formé des racines positives de la forme rj3 + qa avec r>2our + gr>4; 
il contient toutes les racines réelles positives sauf a et (3. Notons U^"" = il^°(A;), c'est un 
sous-groupe ouvert de D'après 13.31 U"^"'~^ /U^"" est un groupe commutatif isomorphe 

à So © 0^ © 5l3+a ffî 0^+2q- Si est dense dans JJ"^"''^ ce groupe doit être engendré par les 
images de a et b. 

On fait des calculs dans le quotient de par l'idéal U^*^ ®k. On utilise que U"^°-+ c. 
et C/^" C 1 + Û^,^ (g) k. On note e^'^) * / = ad{e'^'^'^)f G 0^. Ainsi 0„ 0/3 Qp+a © 0/3+2a = 
F2e©F2/0F2(e*/)©F2(e(2)*/), z7+ admet 1, e, e^^), e^^), /, e/, e(2)/, e*/, e(e*/), e(2)*/ comme 

base d'un supplémentaire de Ù^tq,^k et l'isomorphisme de 11"^°' /U^"" sur 0Q.©0/3ffi0/3+«©0^+2o 
s'obtient par la projection évidente. 

Dans cette algèbre quotient a = 1 + e + -l-e^^^ et 6 = 1 + /. On peut calculer facilement 
les 17 mots en a et b de longueur < 8. On constate que (ab)^ = 1 + e * f + e^^^ * f = (ba)^ 
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et (ab)^ = (ba)^ = 1. Ainsi ces 17 mots constituent toute l'image de U'^ dans cette algèbre 
quotient et il y a au maximum 14 mots différents. Comme U'^°'~^ /U^°' est de cardinal 16, il 
n'est pas égal au groupe engendré par a et 6 (il contient 8 éléments et pas [exp]e^^^ * /). 
On en déduit que [/"*" n'est pas dense dans [/™"+. 

Proposition 6.11. Supposons la caractéristique p du corps k nulle ou strictement plus grande 
que M \6.3[ 2). Alors le groupe (resp. G) est dense dans U"^"-~^ (resp. G^"^"'). 

Remarque. Dans le cas simplement lacé, le résultat est valable sans condition sur la carac- 
téristique. 

Démonstration. D'après 12.31 1' algèbre de Lie est engendrée par les Cj pour i ^ I. Montrons 
par récurrence sur n que tout élément g G U^°'~^ est congru à un élément de modulo U^^^ , 
c'est clair pour n = 1. D'après 13.31 U^°'~^ lU'^^^ est un groupe commutatif isomorphe à 0„ = 
®deg{a)=nQka- D'après 13.21 et les bonnes propriétés de la base des [N] (|2.9I 4). l'isomorphisme 
ipn est donné comme suit : on plonge [/™"+ dans et l'élément g € U^°'~^ est congru à 
1 + fnig) modulo U^y.^j^-^ = ]\deg{a)>n+i ^ka' Suffit de montrer le résultat cherché pour 
des éléments g engendrant U^°'~^ /U^_l!^^ , on va considérer ceux tels que ipnid) soit de la forme 
[ei,v] avec i £ I et v ^ Qn-i- Par hypothèse il existe h E U^_i tel que ipn-i{h) = v, donc 
h est congru à 1 + v modulo Z/^^>„. Considérons h' = {expei).h.{exp — ei).h~^ G . On 
calcule facilement ce produit dans /^k>n+i^ ^ê^^ à 1 + [ej,-;;]. Donc h' G C/™""*" et 

ipnih') = ipnig) i.e. g = h' modulo C/^"+. 

Ainsi C/+ est dense dans ; mais G^'"'' = [cf. [3Â6l lÏÏTTl) donc G est dense 

dans GP'"". □ 

Théorème 6.12. Supposons GK-simple et le corps k infini de caractéristique nulle ou 
> M. Alors les groupes topologiques G'^^"' , G'^^^ et G^^"^ sont isomorphes 

Démonstration. Cela résulte aussitôt des propositions 16. 71 et 16.111 □ 



6.13 Simplicité 

On va maintenant généraliser le résultat de simplicité de Moody |Mo82| . On suit son schéma 
de démonstration en reproduisant même les parties inchangées, à cause de la disponibilité 
restreinte de cette référence. 

On note G(-x) (resp. G^^*^) le sous-groupe de G (resp. G*""") engendré par les groupes 
radiciels Ua pour a € <î> (resp. et par [7™"+). Il est normalisé par T et les Sq. donc est 
distingué dans G (resp. G^""^). D'après lOl on a Z'iG'P'""') C Z(G).G{'{^''. 

Lemme 6.14. 1) Si \k\ > 4, le groupe G(i) est parfait et égal au groupe dérivé de G. 

2) Le groupe G^^" est topologiquement parfait (i.e. égal à l'adhérence de son groupe dérivé) 
et égal à l'adhérence du groupe dérivé de G^"" , dans les cas suivants : 
a) La caractéristique p de k est nulle ou > M et \k\ > 4. 

h) La matrice de Kac-Moody A n'a pas de facteur de type affine et k est infini. 

Remarque. Dans les conditions de 2)b ci-dessus, si de plus k n'est pas extension algébrique 
d'un corps fini, alors G?!?*^ est parfait. 
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Démonstration. 1) Soient a € $ et r, r' G A;*, alors a^(r) G et (a^(r), a;Q,(r')) = 

x„((r2 - l)r'). Donc C/„ C (G(i),G(i)) C (G, G) C G(i) puisque G = T.G^iy 

2) Le cas a) résulte de 1), de la proposition 16. 1 1 1 et de ce que G'^"' = T.G^^"". Pour le cas 
b) on peut utiliser le lemme [6.151 ci-dessous . Par un calcul analogue au précédent on en déduit 
que U^''+ est parfait modulo U^_^^. □ 

Lemme 6.15. On suppose la matrice de Kac-Moody A sans facteur de type affine et le corps 
k infini, alors Va € A i/ existe ta T D G(i) tel que a{ta) ^ 1. Si k n'est pas extension 
algébrique d'un corps fini on peut supposer t = t^ indépendant de a. 

Démonstration. On peut supposer A indécomposable et même de type indéfini, car le cas de 
type fini est clair. D'après |Ka90| 4.3] il existe alors A = ^ a^aj € C Y avec aj € N* 
et ai{X) < € /. Soient x G k* et t = X{x) S T ; comme A S Q^, t G G'(i). Si 

a = ^ riiai G A, on a a{t) = x'^^^^ ; mais les rii sont tous de même signe et non tous nuls, 
donc a(A) = ^ njaj(A) 7^ 0. Ainsi a{t) 7^ 1 si x est d'ordre > |a(A)| dans k* ou, mieux, s'il 
est d'ordre infini. □ 

Proposition 6.16. On suppose G^^" topologiquement parfait et la matrice de Kac-Moody 
A indécomposable. Soit K un sous-groupe fermé de G^"" normalisé par G^[^" , alors K C 

Remarque. Ainsi G^^"/(Z'(G*'™")nG^^") est topologiquement simple. Notons que, d'après 
I3.19| ce quotient ne dépend que de A et /c (mais pas de <S). 

Démonstration. Le système de Tits {G^^ , B"^"'~^ , N) , les groupes U^^+ et K satisfont aux 
conditions du théorème 5 de |B-Lie| IV § 2 n°7] sauf peut-être (2) ou (3) (avec "U" = U^"-+ ^ 
"H" = K et "G'I = G^J^"). On peut donc suivre la démonstration de ce théorème jusqu'au 
point où (2) et (3) sont utilisés. Si K çz! Z'(Gî""») on obtient donc Gj*}^" C KU . Les 
sous-groupes KU^"'~^ sont ouverts donc fermés ; comme G^™"est topologiquement parfait, on 
a Gj"™" C KU^"-^, Vn > 1 (c/. [33|. Soit g € Gj']^", écrivons g = k^Un avec kn e K et 
Un G Î7™"+. La suite Un tend vers 1, donc kn = gu~^ tend vers g et comme K est fermé 
g(^K. □ 

Lemme 6.17. On suppose G^^° topologiquement parfait et la matrice de Kac-Moody A 
indécomposable. Soient K un sous-groupe de G^'"" normalisé par 
tels que K ^ z'iGP"^"") et a{t) / 1 Va G A. Alors t G K. 



Démonstration. D'après l6.16l -fC contient G^^". Soit kn une suite d'éléments de K convergeant 
vers t. Pour s assez grand u = kgt^^ G [7™-'^+. On va montrer que t est conjugué dans G^^"' à 
ut = ks £ K, donc t & K. 

Montrons qu'il existe des suites Un,Vn dans U"^°-+ telles que, Vn > 1, 

(1) Un,Vn G 11^"+, Ui = u, 

(2) VnUntv'^ = Un+lt. 

Si c'est le cas, la suite des produits Vn-Vn-i - ■ ■ ■ ■V2-Vi converge vers un élément v G 
et vutv~^ = t. 

Supposons ui, ■ ■ ■ ,Ur et vi,--- ,Vr-i déjà construits. On sait que î7™'^"'"/?7^"'^ est iso- 
morphe au groupe additif somme des pour deg{a) = r. Notons l'élément corres- 
pondant à la classe de Ur- On définit Vr comme un élément de U^°'~^ dont la classe modulo 
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U^i' correspond à i-a(t) ^r+i = VrUrtv^ ^, sa classe modulo U^^' corres- 



pond à l'élément (ray + 1 + raîy)-^" = Donc u,+i E □ 



Lemme 6.18. Soient G^"^"", K et t comme en \6.17\ Si u G U^°'~^ , il existe v G lJ^'^+ tel que 
vtv^^t^^ = u, en particulier u (z K. Donc JJ^""^ C K. 

Démonstration. Montrons qu'il existe deux suites Un,Vn dans JJ"^"''^ telles que : 

(1) Vn G Ur^, u-^Un G t/^+V, pour n > 0, 

(2) Vn- ■ ■ ■ ■Vi.t.v'^'^ . ■ ■ ■ .V~^ = Unt, pOUr fi > 1. 

Si c'est le cas, la suite des produits Vn-Vn-i- ■ ■ ■ ■V2-Vi converge vers un élément v G U'ma+ ^ 
Un tend vers u et vtv~^ = ut. 

Posons uq = u,Vo = 1 et supposons no,-- - ,Ur-i,VQ, ■ ■ ■ ,Vr-i déjà construits. La classe 
de u~^Ur-i dans U^"'~^ /U^-^ correspond à un élément Xa de la somme des Q^a pour 
deg{a) = r. On définit Vr comme un élément de [7^!"°"'" dont la classe modulo U^^' correspond 
^ Sa i-a{t) --^ct- Alors u~^.Vr.--- .Vi.t.v^^ . ■ ■ ■ .v~^ .t~^ = u~^ .Vr ■Ur-i.t.v~^ .t~^ a la même 
image dans U^°-~^ /U^^ que Vr.u~^ .Ur-i.t.v~^ .t~^ (|3.3l f) qui correspond à J2a( i-a{t) ~^ 
1 + = 0. Donc, si on pose Ur = Vr- ■ ■ ■ .Vi.t.v^^ . ■ ■ ■ .v~^.t~^, on a bien u~^Ur G 

TTma+ |-| 

Théorème 6.19. On suppose G^^" topologiquement parfait, la matrice de Kac-Moody A 
indécomposable non de type affine et le corps k de caractéristique ou de caractéristique p 
mais non algébrique sur ¥p. Alors pour tout sous-groupe K de f^P"*" normalisé par G^^'^, soit 
K est contenu dans soit il contient Gj'j[^". En particulier n Gj*^") 

est un groupe simple. 

Démonstration. Si K (t Z'(GP"*°), les hypothèses des lemmes [6 . 1 71 et |6 . 1 8 1 sont vérifiées (grâce 
au lemme l6.15p . Donc JJ'"^"-^ c. K. Mais contient les Sa (pour a G et normalise K, 

donc K contient aussi les Ua pour a G c'est à dire K D G^^"". □ 

Remarques 6.20. 1) On a vu que G^^" est souvent topologiquement parfait (|6.14p et que 
Z'iGP""") est assez souvent égal aux centres Z(G) et Z(GP'"") dESll et El]). 

2) La simplicité de G^]^°/(Z'(G^'"") H G^[^") en caractéristique est le résultat essentiel 
de R. Moody dans |Mo82| . Il considère en fait un groupe d'automorphismes du complété de 
l'algèbre de Kac-Moody simple associée à une matrice de Kac-Moody A (indécomposable 
non de type affine). Il n'y a donc pas pour lui d'hypothèse de GK-simplicité de Qk (et 
Z'iGP"''') = Z{G) = ZiGP""") = {1} pour son choix de groupe). 

3) Pour un corps fini (de cardinal > 4) et une matrice A 2— sphérique indécomposable. 
Carbone, Ershov et Ritter montrent la simplicité de G^[^ |CER08| th. 1.1]. Ce groupe est 
l'adhérence de l'image de G(i-) dans Aut(j^^), c'est à dire, par compacité, l'image de l'adhé- 
rence G^ de G(i) dans G?""''. Donc G[[-) = G^/(Z'(Gî""")nG^). En grande caractéristique, 
16. 111 montre que G^^) = G^^" ; on retrouve alors un énoncé analogue à 16. 191 

Si k est fini mais assez grand, on sait aussi que G(i)/(Z(G) H G(i)) est simple |CaR09| th. 
20]. On en déduit facilement le même résultat pour k extension algébrique d'un corps fini. 

4) Si A est indécomposable de type affine non tordu, G^^"" / {Z' {GP"^"") H G^"^^) est le 
groupe des points sur k{{t)) d'un groupe algébrique simple déployé, il est donc simple. Le 
même résultat est sans doute encore vrai si on enlève "non tordu" et "déployé". 
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